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Introduzione

In questa Tesi discutiamo un problema variazionale le cui soluzioni presentano
delle singolarita. Tali singolarita sono strettamente connesse alla nozione di
grado topologico di Brouwer. Il problema in questione é argomento di grande
interesse in Fisica e in Scienza dei Materiali: esempi di fenomeni descritti in
questo linguaggio sono i vortici nei superconduttori e le dislocazioni nei cristalli.

Piu nel dettaglio, sia 2 un dominio limitato e semplicemente connesso di
R? e g: 09 — S un dato al bordo regolare. Sia d = deg(g;09) il grado
di Brouwer di g rispetto a 0€). Vogliamo minimizzare ’energia di Dirichlet
tra le funzioni u: Q — S' che prendono valore g su 9. E ben noto che tali
funzioni hanno energia finita se e soltanto se d = 0. Noi siamo interessati al caso
d # 0, in cui il problema ¢é mal posto. Una possibile approssimazione consiste
nel rimuovere dei dischetti di raggio € > 0 da 2 ottenendo un dominio 2. che
non & semplicemente connesso. In questo modo lo spazio H gl(Qe;Sl) é non
vuoto, qualunque sia il grado di g. Procediamo quindi a minimizzare ’energia
di Dirichlet tra le funzioni in questo spazio per poi fare una analisi asintotica
per € — 0. Questo modo di procedere & noto in letteratura come core radius
approach (CRA). In alternativa si puod sostituire la condizione che u assuma
valori in S' con un procedimento di penalizzazione. Questo & ’approccio con i
funzionali di Ginzburg-Landau, per la cui trattazione si rimanda alla monografia
di H. Brezis, F. Bethuel e F. Helein [BBH1]. Nell’ambito del CRA risulta che
Penergia dei minimi si concentra attorno ai buchi di €2, e diverge come d |loge|
per € — 0.

Lo scopo di questa Tesi ¢ di studiare il comportamento asintotico per € — 0
dell’energia, considerando la posizione dei buchi di 2. come una variabile del
problema. L’approccio naturale é per I'-convergenza, ed € gia stato utilizzato con
successo per studiare analoghi problemi con il formalismo di Ginzburg-Landau,
per esempio in [Sa], [J], [JS] e [AP]. Tuttavia a nostra conoscenza non ¢ presente
in letteratura un approccio autocontenuto per I'-convergenza al CRA. L’obbiet-
tivo di questa Tesi consiste esattamente nel descrivere e sviluppare questo punto
di vista.

[llustriamo il problema in maggiore dettaglio. Dato un dominio limitato e
semplicemente connesso  C R? e un dato al bordo (regolare) g: 9 — S*
consideriamo il problema di minimo

1
min 7/ Vul? | (1)
weHL(Q81) 2 Jq

dove

H;(Q;Sl) ={ue H' (LR : |u/=1 qo. in Q, u=g su 90} .
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Figura 1: Q. = Q~UY,B;

Si noti che 'unica differenza rispetto al problema classico delle funzioni armo-
niche ¢ la richiesta che le funzioni assumano valori in S*. Un minimo di (1) si
dice funzione armonica a valori in S'. Il grado topologico di Brouwer del dato
al bordo d = deg (g; 0f?) gioca un ruolo chiave nell’analisi del problema (1). Si
ha infatti che

Hy(S8')#0  seesoltantose d=0. (2)

Nel caso di d = 0 l'insieme dove si minimizza ¢ non vuoto. Nel Teorema 3.1
proviamo che esiste un’unica soluzione regolare di (1). Concentriamoci sul caso
d # 0 (non & restrittivo supporre che d > 0). Vogliamo formulare un problema
che sia una buona approssimazione di (1) che in questo caso ¢ mal posto. La
letteratura propone due metodi differenti, che derivano dai motivi per cui lo
spazio H,(%;S') ¢ vuoto. L’energia esplode perché stiamo richiedendo che
valgano contemporaneamente le due condizioni:

1. il dominio €2 é semplicemente connesso;
2. w assume valori in S*.

Quindi é naturale approssimare (1) nei seguenti modi, ognuno dei quali fa cadere
una delle condizioni invalidanti:

1. Core radius approach (CRA): si rimuovono dei dischetti di raggio
e > 0 da Q ottenendo un dominio €. che non é semplicemente connesso.
In questo caso esistono funzioni u: Q. — S* tali che u = g su 9 che
hanno energia finita.

2. Approccio con funzionali di Ginzburg-Landau: si lascia cadere la
richiesta che u assuma valori in S', ma si introduce una penalizzazione
nel funzionale energia, che forza i minimi ad avere valori vicino ad S!.

Entrambi gli approcci vengono studiati nella monografia di H. Brezis, F. Bethuel
e F. Helein [BBH1| come possibili strategie per regolarizzare il problema (1).

In questa Tesi siamo interessati allo studio del CRA, che andiamo a de-
scrivere. Si fissino N punti z; € 2, un raggio € > 0 e si consideri il dominio
Q. = QA UN | B; con B; = B(z;). 1 punti z; e il raggio € sono scelti in modo
tale che ). sia ancora connesso e che abbia esattamente N buchi (si veda la
Figura 1). Come conseguenza del Teorema 1.56 lo spazio funzionale

H;(QE;Sl) ={ue H'(Q;R?): |u/=1 qo. in Q., u=g su 90}

iv



é non vuoto. Fissiamo ora N gradi di,...,dy € Z in modo che valga la
condizione di compatibilita
> di=d. (3)

in modo tale che sia non vuoto 'insieme delle funzioni di H; (Qz;S1) che hanno
grado d; su 0B;

us = {ueHl(QE;Sl): deg (u; 0B;) = d; per ogni i:l,...,N} )

Pensiamo di approssimare il problema mal posto (1) con la famiglia di problemi
dipendenti dal parametro € > 0:

1
min f/ [Vul® . (4)
ueld? 2 Q.

Nel Teorema 3.3 viene provato che questo problema ammette un’unica soluzione
regolare u.. Inoltre per tale minimo vale lo sviluppo asintotico dell’energia dato
dal Teorema 3.10

1 2= Nd2 1 d
5 190l = (322 ) gl + WGk ) 4 ofe) (5)

i=1

con x = (z1,...,zy) ed = (di,...,dy). Il termine

N
™ (Z d?) [log ¢|
i=1

nello sviluppo (5) si dice core energy ed é la parte di energia che esplode per
€ — 0. La parte di energia
W =W(x,d)

che rimane una volta sottratta la parte (core energy) che esplode con e — 0
prende il nome di energia rinormalizzata. W & una quantita finita che non
dipende dal parametro ¢, ma solamente dalla posizione dei punti x e dal valore
dei gradi d.

Ci proponiamo ora di ottimizzare 1’energia (5) al variare di N, dei punti x e
dei gradi d e di determinare un funzionale che descriva I'asintotica dei minimi
per ¢ — 0. Supponiamo dunque che N € N sia arbitrario e che i punti z1,...,zx
non siano fissati, ma liberi di muoversi all’interno di €2. Supponiamo anche che
igradi dy,...,dy € Z non siano assegnati, ma solamente soggetti al vincolo di
compatibilita

N
Zdizd:deg(g;aQ).

i=1

Ci chiediamo quali siano le scelte ottimali di IV, x e d in modo che ’energia

1
3 [ vl (6)

sia la minima possibile al tendere di € — 0. In altre parole ci stiamo chiedendo
quale sia il comportamento asintotico per ¢ — 0 dei minimizzanti di (6). Il



linguaggio giusto per affrontare questo tipo di questioni & la I'-convergenza di
De Giorgi.

Per descrivere tramite I'-convergenza il problema, é opportuno rappresentare
le singolarita topologiche come somme finite di misure di Dirac a pesi interi:

N
X(Q):{u:Zdiézi: NeN,d; €Z, z; € Q per ogni i:L...,N}.
i=1

Le singolarita ammissibili per ¢ > 0 fissato sono il sottoinsieme di X (Q) che
denotiamo con AY: una p ¢ ammissibile se soddisfa la condizione di compatibilita
(3) e se i punti del suo supporto sono separati di almeno 4¢ tra di loro e distanti

di almeno 2¢ da 0f2. Per tale y definiamo Q. (u) := Q\UfilBi con B; := B.(x;)
e l'insieme delle funzioni compatibili con g

U () :={ue Hgl(QE(,u);Sl) : deg(u;0B;) =d; perognii=1,...,N} .

Indichiamo con ue = u.(p) € U (p) I'unico minimo del problema (4), ovvero la
funzione tale che

1 1
7/ Vue> = min f/ Vul? .
2 Ja.(w well (1) 2 Jo. ()

Definiamo il funzionale energia E?: X (Q) — RU {400} come

¢ +00 altrimenti .

1 Vu,|? €AY,
Emo:{QfQ““)| e @

Abbiamo quindi la famiglia di problemi di minimo

min{E () : p€ X (Q)} (8)

dipendente dal parametro di scala ¢ > 0. Siamo interessati a trovare un
problema limite 3
min{E9 () : p€ X (Q)}

in modo che se i € punto di minimo di EY e p1. — p (in una opportuna topologia
T su X (Q)) si abbia
1. (convergenza dei punti di minimo) x é punto di minimo di EY;

2. (convergenza dei minimi) E9(u.) — E9(u) .

Questo ci & garantito se EY I'-converge ad EY rispetto alla topologia 7. Vediamo
quale puo essere il possibile I'-limite. Lo sviluppo asintotico dell’energia (4), che
nelle nuove notazioni (per pu € A9) ¢ dato da

N

Ef(p)=m <Z d?) [loge| + W(x,d) + o(e) (9)

i=1

mostra che qualunque sia la topologia 7 che scegliamo su X (Q), il T-limite di
EY sara il funzionale E'Y9 = +o00, che non ci da nessuna informazione interessante
sul comportamento asintotico dei minimi di E?. Tuttavia la (9) ci dice anche
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che l'ordine di infinito di EY ¢ [loge|, per cui ¢ naturale introdurre i funzionali
riscalati F¢: X () - RU {+oo} definiti da

F9(u) = ﬁjg(’;f per  peX(Q). (10)

Dal momento che EY ed Ff hanno gli stessi punti di minimo, lo studio della
I'-convergenza della famiglia F¢ equivale a quello della famiglia EY.

11 risultato principale del Capitolo 4 (Teorema 4.19) ¢ che nella topologia
Lip(Q)* sull'insieme X () si ha

F89£>F9 per ¢—0

dove F9: X () — RU {+o0} ¢ il funzionale definito da

Noqdi| ose SN d; =
F9(p) = {”Zi_l |ds Yimidi=d, (11)

+00 altrimenti .

Evidentemente F'9 non ¢ sensibile alla posizione dei punti (z1,...,zx5) € QY
del supporto della misura p, ma solamente dai pesi di tali punti. Inoltre si vede
facilmente che

N N
arg min F'9 = {szidm 2 d; >0, Zdid} .
i=1 i=1

Per ottenere informazioni pit precise sulla posizione ottimale dei punti e sui va-
lori dei gradi é necessario studiare la I'-convergenza all’ordine successivo: 1'idea
¢ di mostrare che i funzionali E¢ — 7 d|loge| I'-convergono all’energia rinor-
malizzata W. Notiamo infatti che 'energia W dipende dalla posizione delle
singolaritd, e che quindi i suoi minimi ci forniscono informazioni non banali
sulla posizione ottimale delle singolarita quando e tende a zero. La strategia
sopra descritta sara brevemente discussa nel Capitolo 5. La dimostrazione di
tale risultato di I'-convergenza esula dallo scopo di questa Tesi, e si basa in gran
parte sulle stime di I'-convergenza all’ordine zero trattate nel Capitolo 4.

La Tesi & organizzata come segue. 11 Capitolo 1 e diviso in due parti. Nei
primi cinque paragrafi si introduce la teoria classica del grado topologico per
funzioni continue g: Q — S! e si discutono l'esistenza, la regolarita e le pro-
prieta del lifting. Nella seconda parte viene definita una opportuna nozione di
grado per funzioni di H'/2(99; S') (che ricordiamo non essere continue: siamo
in un caso limite delle immersioni di Sobolev), seguendo [B1], [BGP], [BN1] e
[BN2]. Vengono enunciate, e in alcuni casi dimostrate, le principali proprieta
del grado H'/2, che sono leggermente differenti da quelle del grado classico. In
seguito viene discussa la regolarita del lifting di funzioni H' e H'/2 (seguendo
[BBM]).

Nel Capitolo 2 viene richiamato il metodo diretto del calcolo delle variazioni
e si introduce la I'-convergenza prendendo come riferimento le monografie [Br|
e [D].

11 Capitolo 3 ¢ dedicato allo studio del problema di minimo (1) ed ¢ basato
sul Capitolo 1 di [BBHI1]|. Viene prima studiato il caso d = 0 in cui H}(€;S")
¢ non vuoto e il problema (1) & ben definito. I risultati di questo caso possono
essere riassunti nel seguente Teorema:
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Teorema 0.1. Se g: 0Q — St ¢ regolare, il problema (1) ammette un’unica
soluzione regolare ug: Q — S*. Inoltre ug risolve il sistema lineare

—Aug = ug \Vu0|2 imn Q
lugl =1 in Q
Uy =g su 0f)
ed é tale che ‘
ug=e""°  in
con po: 8 = R funzione armonica in Q.

Si passa poi allo studio del caso d # 0 e quindi del CRA. In questo caso infatti
H}(Q;S") = 0 e il problema (1) ¢ mal posto. Gli sostituiamo quindi la famiglia
di problemi (4) dipendente dal parametro ¢ > 0. Notiamo che la funzione
u +— deg (u; 0B;) non & continua per la topologia debole di H'/?(9B;) dunque il
metodo diretto (inteso come in Teorema 2.1) fallisce nel provare l'esistenza del
minimo in (4). Grazie ai risultati di lifting del Capitolo 1 si riesce tuttavia a
provare il seguente teorema (si veda il Teorema 3.3):

Teorema 0.2. Il problema (4) ammette un’unica soluzione u.. Tale soluzione

¢ regolare e inoltre
| vl = [ ve.r (12
Q. Q.

dove ¢. € soluzione classica del problema lineare

Ap=0 m Qe
0
ﬁzgng su 08,
o (13)
¢ = C; = cost. su 0B;, peri=1,...,N,
/ %:27Tdi per t=1,...,N.
aBiﬁy

con v normale esterna ad Q e alle B;. Si noti che in (13) le C; non sono
assegnate ma sono parte del problema.

Nel Teorema 3.6 dimostriamo poi che
¢ — QSOHLOO(QE) —0 per e—0 (14)

dove ¢¢ €& soluzione regolare in Q ~\ {z1,...,2x} del problema limite

N
Agy = 27‘(‘2 did,,  inD'(Q),
i=1

o0 _ 0

v or
La (12) e la (14) ci permettono di provare che per . vale lo sviluppo asintotico
(5). Se x = (z1,...,2y) ed = (d1,...,dn) si vede infatti che (Teorema 3.10)
Ienergia rinormalizzata ha l’espressione

N N
1 0
W (x,d) = -7 Y did;jlog|a; —x;| — 7Y diR(x;) + 5/@9(}50 (g X ai)
=1

ij=1
i#£]

(15)
su 092 .
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dove R(z) = ¢o(x) — Zi\; d;log |z — z;|. Sinoti che R & regolare in Q per cui
R(z;) & una quantita finita.

Nel Capitolo 4 cominciamo infine ’analisi per I'-convergenza. Per prima cosa
formuliamo I’analogo del problema (4) senza dato al bordo, e studiamo I’analisi
asintotica per I'-convergenza di questo caso. A tale scopo si introduce I'insieme
delle singolarita topologiche

N
X(Q):{,udeiémi : NeN, d; € Z, x; € Q per ogni i:l,...,N}.

=1

Le singolaritd ammissibili per e > 0 fissato sono il sottoinsieme di X (2) che
denotiamo con A.: una p ¢ ammissibile se soddisfa la condizione di compatibilita
(3) e se i punti del suo supporto sono separati di almeno 4¢ tra di loro e distanti
di almeno 2¢ da 0f2. Definiamo l'insieme delle funzioni compatibili con p € A,
come

Us(p) = {u € H (Q:(n); S") : deg(u;0B;) = d; per ogni i =1,...,N} .

Consideriamo il problema di minimo

1
min 7/ Vul?
ueUe (1) 2 Qe (1)

e indichiamo con u, una sua soluzione (che esiste per il Teorema 3.22). Possiamo
definire il funzionale F.: X () = RU {400} come

1 2
F.( )—{Z’IngIIQE(H)WUJ se € A,
M) = ) .
—+00 altrimenti.

Nel Paragrafo 4.2 individueremo una topologia su X (£2) che garantisce la com-
pattezza delle successioni {p.} tali che {F.(u:)} & limitata e al contempo le
stime energetiche che definiscono la I'-convergenza. Tale scelta risulta essere
non banale, dal momento che 'usuale convergenza *-debole non ¢ adatta in
questo caso. Il motivo per cui non si pud usare la convergenza *x-debole é che si
puo costruire una famiglia di misure p. composte da molti dipoli (il cui numero
diverge per € — 0), e il cui contributo energetico & piccolo a piacere. Le stime
energetiche della I'-convergenza si basano invece su una costruzione nota come
Ball construction, che sara descritta nel Paragrafo 4.4. Come conseguenza di
queste stime si ottiene il risultato centrale della Tesi (si veda il Teorema 4.6):

Teorema 0.3. Rispetto alla topologia della norma flat su X (Q) i funzionali F.
sono equicoercivi. Inoltre

FELF peor 50 (16)
con F: X (Q) = R definito da F(p) = sz\/ﬂ |d;].
Utilizzando questo risultato e le tecniche usate nella sua dimostrazione, nel

Paragrafo 4.7 si prova anche il teorema di I'-convergenza per i funzionali con
dato al bordo definiti in (10):
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Teorema 0.4. Nella topologia Lip(Q)* sullo spazio X (Q) i funzionali F9 sono
equicoercivi. Inoltre

F§£>Fg per €—0

con F9 funzionale definito in (11).

11 Capitolo 4 si conclude con la prova che i funzionali F ammettono minimo
su X (Q) per ogni £ > 0 fissato (si veda il Teorema 4.21).

Infine nel Capitolo 5 enunciamo, senza dimostrazione, il risultato di I'-
convergenza all’ordine uno per i funzionali E¢ — wd;|loge|. Come abbiamo
gia detto, la dimostrazione di questo risultato esula dallo scopo di questa Tesi,
ma si basa per la maggior parte sulle stime di I'-convergenza all’ordine zero
ottenute nel Capitolo 4. Nel Corollario 5.2 traiamo infine le conclusioni sul
comportamento asintotico per € — 0 dei minimi di EY. Vogliamo riassumerle
brevemente. Se poniamo N = d e i gradi d; = 1 possiamo vedere 1’energia rinor-
malizzata W come sola funzione delle posizioni x = (z1,...,24). Si dimostra
che (si veda [BBH1, Theorem 1.10]) in questo caso

min W := min{W(xl,...,xd) DX € Q}

¢ raggiunto da punti (x1,...,x4) con z; € Q e tutti distinti tra loro. Se
denotiamo con m, il minimo di EY su X (Q) abbiamo che

me = md|loge| +min W + o(e), (17)

mentre i punti di accumulazione di arg min £ sono misure di Dirac della forma
w = vazl 0z, con x = (x1,...,2xxN) configurazione tale che W(x) = min W.
Si noti che lo sviluppo (17) poteva essere intuito dalla (9) con considerazioni
euristiche. Se infatti si vuole minimizzare ’energia E¢, bisogna rendere piccolo
il termine di destra in (9). Tra le possibili scelte di N, x e d siamo portati a

1. scegliere N =ded; =1peri=1,...,N. Questo perché
N N
min{de :NeN, d; €2, di= d}
i=1 i=1
é raggiunto se N = d ed ogni d; = 1;
2. scegliere una configurazione (z1,...,z4) che minimizza W.

Queste scelte portano a ipotizzare il comportamento asintotico dei punti di
minimo predetto dal Corollario 5.2 e se sostituite in (9) restituiscono il membro
destro della (17).



Capitolo 1

Grado topologico e lifting

In questo capitolo ci occuperemo delle questioni di grado topologico e lifting.
Nei primi cinque paragrafi ci occuperemo di questi argomenti nell’ambito delle
funzioni continue. Successivamente procederemo all’analisi del caso di funzioni
di Sobolev, portando avanti un parallelo con il caso continuo.

1.1 Grado topologico per funzioni continue

In questo Paragrafo I' C R? ¢ una curva diffeomorfa ad S*, orientata in modo
naturale e parametrizzata con x: [0,27] — I', = (21, 2), in modo che ’(t)
sia il versore tangente a I nel punto x(¢). All'occorrenza R? verra identificato
con il piano complesso C. Sia data una funzione continua

w: T — St

le cui componenti indichiamo con 4 = (u1,u2). Intuitivamente il grado topo-
logico di Brouwer di « ¢ il numero di avvolgimenti della curva u(T') attorno
all’origine. Vediamo come possiamo definirlo rigorosamente.

Se u ¢ anche una funzione C''(T; S') (nel senso detto in Appendice A.1.2),
dall’analisi complessa sappiamo che il numero di avvolgimenti intorno all’origine
della curva u(T") & dato dall’integrale in campo complesso

1)
270 Jp u(z)

dz. (L.1)

Ricordiamo che I'integrale complesso per v € C1(T'; S1) & definito come

/Fv(z) dz = /Ozﬂ o(@(t) 2/ () dt

dove il prodotto ¢ quello tra numeri complessi. Abbandonando le notazioni
complesse la quantita (1.1) puo essere espressa come

1

— U X Ur
2w T

dove 7(t) = (2} (t),24(t)) & il versore tangente a I" nel punto x(¢), u, & la derivata
tangenziale di u lungo I’

ur = (Vuy - 7,Vug - 7)



e x denota il prodotto vettore in R2.

Definizione 1.1 (Grado topologico per funzioni C1). Se u € C*(T;S?) la
quantita

1
deg (u;T) := Q—/uqu
r

s

si dice grado topologico di Brouwer di u rispetto alla curva I'.

Si dimostra che il grado topologico ¢ sempre un numero intero.
Vogliamo ora estendere la definizione di grado a funzioni che sono solo
continue. Utilizziamo il seguente Lemma (si veda [B1]):

Lemma 1.2. Siano u,v € C1(I'; S*). Se
||U - UHoo <1

allora
deg (u;T') = deg (v;T) .

Grazie a questo Lemma possiamo estendere la definizione di grado topologico
a funzioni che sono solamente continue. Vale il seguente risultato di densita:

Proposizione 1.3. Sia u € C(T'; SY). Allora esiste una successione di funzioni
{u,} € C°°(T'; SY) tale che u, — u uniformemente in T.

Dimostrazione. Utilizzando i mollificatori standard possiamo costruire una fa-
miglia di funzioni v. € C*°(R?;R?) tali che v. — u uniformemente su I' per
¢ — 0. Consideriamo la successione rinormalizzata

Ve
U 1= —— .
: |ve

Notiamo che u,. ¢ ben definita su I" per € abbastanza piccoli, infatti [v.| — |u| =1
uniformemente su I' e quindi il denominatore non si annulla su I'. Dunque
us € C°°(T'; S1) ¢ la successione della tesi. O

Definizione 1.4 (Grado topologico per funzioni continue). Sia u € C(I'; S1).
Consideriamo una successione di funzioni {u,} c C*(T'; S') tale che u, — u
uniformemente su I'. Il limite

deg (u;T') := nl;ngo deg (un;T) (1.2)
si dice grado topologico di Brouwer di u rispetto alla curva I'.
Notiamo che la definizione & ben posta perché:
1. una successione approssimante regolare esiste per la Proposizione 1.3.
2. {u,} & convergente uniformemente su I'. Dunque esiste un N € N tale che
luj —url, <1 perogni jk>N.
Dal Lemma 1.2 segue quindi che
deg (un;T) = deg (un;T")  perogni n> N,

ovvero la successione di numeri interi deg (u,,;I") & definitivamente costan-
te, e il limite in (1.2) esiste finito (ed & un numero intero).



3. il grado di w non dipende dalla successione scelta. Sia infatti {w,} C
CL(T'; S') un’altra successione tale che w,, — u ad uniformemente. Allora
un — w, — 0 uniformemente ed esiste N tale che |u, —wy,|,, < 1 per
ogni n > N. Quindi dal Lemma 1.2 si ha deg(u) = deg(u,) = deg(v,)
definitivamente.

Per definizione, il Lemma 1.2 si estende anche alle funzioni continue:

Lemma 1.5. Siano u,v € C(I'; S'). Se
||u_v||oo <1

allora
deg (u;T) = deg (v;T) .

Sottolineiamo che il Lemma 1.5 afferma la stabilitd della nozione di gra-
do topologico rispetto alla convergenza uniforme: se u, — wu uniformemen-
te allora deg (u,;T) — deg (u;T") e in particolare la successione deg (u,;I") ¢
definitivamente costante.

Citiamo senza dimostrazione alcune proprieta del grado topologico che ci
saranno utili nel seguito. Per i dettagli facciamo riferimento a [B1].

Teorema 1.6. Siano u,v € C(I'; S'). Valgono le sequenti proprieta:
1. il grado é un numero intero;
2. il grado é invariante per omotopia di funzioni, i.e. se esiste
H e O x [0,1]; 81)
tale che
allora
deg (u; ') = deg (v;T') ;
3. (Hopf) se u e v sono tali che
deg (u;T) = deg (v;T)
allora esiste omotopia H € C (T x [0,1]; S1) tale che

H(,0)=u e H(,1)=v

4. il grado é invariante per omotopia di cammini, i.e. se U C R? & un aperto,
w: U — St ¢ continua e I'1,Ty C U sono due cammini diffeomorfi ad S*
e omotopi, allora
deg (u;T) = deg (u; T'2) .

Diamo ora una caratterizzazione del grado in termini di integrale di una
opportuna 1-forma.



Proposizione 1.7. Sia U C R? un aperto limitato e regolare ed u € C*(U; S1).
Per ogni curva T' C U diffeomorfa ad S* il grado puo essere calcolato come

deg (u;T) = %/Fw (1.3)

dove w ¢é la 1-forma

w= u><ﬁ dxq + u><ﬁ dzo (1.4)
o1 0z

con (x1,x2) coordinate euclidee su U.

Dimostrazione. Vale 'identita,

UX Uy = U VU - T —usVuq - T

o <5U2ﬁ n %TQ) o <8wﬁ N 5%72)
81‘1 81‘2 8.1‘1 81‘2
8U2 3U1 8uQ aul

= <u18$1u26$1) 7'1+(U18:L‘2UQ81‘2> T2

28 s (0 2
=1l Uu axl 1 u ax2 T2

e quindi I'integrale su I' della funzione u X u, & esattamente 'integrale su I"
della 1-forma w. O

Una conseguenza di questa osservazione ¢é la seguente formula di rappresen-
tazione del grado:

Teorema 1.8. Sia u € C(I'; S1). Allora
deg (w;T') = l/ J(w) (1.5)
TJA

dove A ¢ il dominio tale che DA =T, @ € C*(A;R?) ¢ una qualsiasi estensione
diuin A e J(@) & lo Jacobiano di .

Si noti che non é richiesto che I’estensione @ sia a valori in S'. Come vedremo
nel Teorema 1.22 infatti, estensioni a valori in S' di u esistono se e soltanto se
deg (u;T) = 0.

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione in due passi.
Passo 1. Supponiamo che v € C?(T'; S'). Allora il differenziale della 1-forma
w definita in (1.3) ¢ la 2-forma

0 Ju 0 ou

0 0
= 87;1 X a—;dxl ANdxo =2 J(u)dxy A dxs

dove abbiamo usato I'antisimmetria del prodotto vettore e il fatto che lo Jaco-
biano si scrive come
_ Oup Quz  Ouy Quz  Ou ou

T = G 0~ Gma 0ny  9m1 Oy



Per la precedente Proposizione 1.7 e il Teorema di Stokes
1 1 1 1
deg(u;F):—/w w=— dw:f/J(ﬂ).
r A

2T :% A 2T A s

Passo 2. Siano ora u € C(I'; S') e 4 € C'(A;R?) una sua estensione C'.
Per la Proposizione 1.3 esiste una successione di funzioni {u,} C C>(T; S!)
tale che u,, — u uniformemente in I". Siano v,, le estensioni armoniche di tali
funzioni in A. Se v & I'estensione armonica di v in A si ha v,, — v in norma C*.

La funzione % — v é nulla su I', quindi pud essere approssimata in norma C*
con funzioni w,, € C°(A;R?). Consideriamo @, = w,, + v,. Allora

Uy = U, — w  uniformemente su I'

Up — @ in C'(A;R?).
In particolare
J(ty) — J(@) uniformemente in A. (1.6)

Essendo u,, regolari dal passo precedente si ha

™

1
deg (un;T) = 7/ J(@,) perogni néeN. (1.7)
A
Per la (1.6) e poiché deg (un; ") — deg (u;T"), passando al limite in (1.7) otte-
niamo la (1.5). O

Prima di concludere questo paragrafo con un esempio, é conveniente osser-
vare che valgono alcune proprieta algebriche del grado.

Proposizione 1.9. Siano u,v € C(I'; S). Valgono le sequenti relazioni

deg (u™";T') = —deg (u; T) (1.8)
deg (uv;T) = deg (u;T') + deg (v; T) (1.9)
deg (u*;T) = kdeg (w;I')  per ogni k€ Z (1.10)

intendendo con uwv il prodotto in C.

Dimostrazione. Poiché u assume valori in S*, si ha
_ 2
ut=|ul”=1

dove con @ intendiamo il complesso coniugato. Dunque

v il=utua=a
e in particolare
deg (u™";T) = deg (w;T) . (1.11)
In generale se a = (a1, a2) e b = (b1, bs) vale la relazione
axb= (al, —(12) X (b1, —by) = —a1by +azby = —a x b
da cui
deg(ﬂ;F):/ﬂxaT:—/uqu:—deg(u;F). (1.12)
r r



Dalle (1.11) e (1.12) segue la (1.8).
Si verifica poi che vale I'identita

abxc=axbc perogni a,bceR? (1.13)
da cui otteniamo
uv X (Uv)r = UV X UV + UV X uv,
(1.13)

UXUrVV+VXUUVr =U X Usr +V X Uf

essendo u e v a valori in S*. Integrando su I' otteniamo la (1.9).

Proviamo infine la (1.10). Se k = 0 segue dal fatto che deg (1;T') = 0. Se
k > 1 basta applicare k — 1 volte la (1.9). Infine per k& < 0 ci si riconduce al
caso k > 0 usando la (1.8). O

Esempio 1.10. Consideriamo la funzione a valori in S*

definita su R? \ {0}. Sia A C R? un aperto diffeomorfo a B;(0) e tale che
0 ¢ 0A. Allora

-
|z

1 se0eAd

0 se0¢ A (1.14)

deg (u;0A) = {
In altre parole il grado & 1 se 0A gira intorno all’origine e zero altrimenti.
Osserviamo infatti che

1 3 —T1To
Vu(x) = W <—x1m2 22 per x#0

dunque il suo jacobiano &
J(u)=detVu=0 per z#0. (1.15)
Se 0 ¢ A, si hau € C'(A;R?), quindi per il Teorema 1.8

deg (u;0A) (L2 l/ J(u) (19
TJA

Supponiamo adesso che 0 € A. Notiamo che questa volta non possiamo usare il

Teorema 1.8 perché u ¢é singolare in 0 € A. Osserviamo tuttavia che in questo

caso DA ¢ omotopo ad S' (con omotopia nel dominio in cui u & regolare) e

quindi per invarianza omotopica del grado rispetto ai cammini si ha

deg (u; 0A) = deg (u; S*) .

Questa volta per calcolare il grado usiamo la Proposizione 1.7. La 1-forma w
associata ad u é
—x2 X1

diCl + dQCQ .
af + a3 af + a3

w =

Parametrizziamo S' con x: [0,27] — S? definita da x(t) = (cos(t),sin(t)) in
modo che 22 + 22 =1, 2} = —20, 2 =21 €

1 1 27
deg (u; S*) = %/Slw =5 | (z3(t) + 23(t)) dt = 1.



Si noti che w|g @ il generatore di Hj,(S') primo gruppo di coomologia di De
Rham di S*. ]

Vediamo un esempio leggermente pitt generale:

Esempio 1.11. Fissiamo zy € R?, k € Z e consideriamo la funzione a valori in
Sl
(x — xo)k
Uyy (T) = —F.
|z — 2o

definita su R? \ {zo}. Sia A C R? un aperto diffeomorfo a B;(0) e tale che
xo ¢ 0A. Allora
k sexpg€ A

1.16
0 sexpé¢ A ( )

deg (uz,; 0A) = {

Infatti la (1.16) vale per k = 1, facendo gli stessi conti dell’esempio precedente
con il cambio di variabile y = x — xg. Una volta che (1.16) vale per k = 1, segue
che vale per ogni k € Z applicando le (1.10) e (1.8). ]

1.2 Lifting in C(£2;S') con 2 semplicemente con-
nesso

In questo paragrafo 2 C R? & un aperto limitato, semplicemente connesso e con
frontiera regolare. Sia data una funzione continua

u: Q — St

Per ogni fissato z € Q abbiamo che u(x) € S*, dunque esiste un qualche ¢ € R
tale che u(z) = e'?. Resta quindi definita la funzione ¢: Q — R tale che

u(z) = @ perogni xe€Q.
Definizione 1.12. Una tale ¢ si dice lifting di u in Q.

L’obiettivo ¢ trovare il lifting pit regolare possibile, una volta assegnata una
certa regolarita per u. Vale il seguente risultato:

Teorema 1.13. Sia u € C*(;SY) con k > 0. Allora esiste ¢ € C*(;R) tale
che _
u(z) = @ per ogni  x € Q. (1.17)

Inoltre due lifting continui di u differiscono per un multiplo intero di 2.

Quello appena enunciato é un risultato classico di topologia !. Vogliamo pero
darne una dimostrazione di tipo analitico. Ci sara utile il seguente risultato di
densita:

Proposizione 1.14. Se u € C(;S') esiste una successione di funzioni {u,}
in C*°(£; S1) tale che u,, — u uniformemente sui compatti di §2.

1Si veda per esempio il Lemma 3 di [BZ].



Dimostrazione. L’idea della dimostrazione é la stessa della Proposizione 1.3.
Utilizzando i mollificatori standard possiamo costruire una famiglia di funzioni
ve € O°(Q;R?) tali che v, — u uniformemente sui compatti di 2, per & — 0.
Consideriamo la successione rinormalizzata

Ve

" T

che ¢ ben definita per ¢ abbastanza piccoli, perché |v:| — |u| = 1 uniformemente
sui compatti. La successione u. soddisfa la tesi. O

Supponiamo adesso che valga la (1.17) e deriviamo delle equazioni soddisfatte
dalla u e dalla ¢ in ipotesi di regolarita.

Lemma 1.15. Siano u € CY(Q;S) e p € CH(4R) tali che valga la (1.17).

Allora
Ju dp
% or, 0x1
1 .
o ap per ogni  x € (1.18)

" Ows O
che scriviamo in forma compatta come
Vi =u1Vug —uagVuy.
Viceversa, supponiamo che u e ¢ soddisfino le (1.18). Allora
u= e per ogni €N
per una opportuna costante ¢ € R.

Dimostrazione. Poiché u = €'? = (cos ¢, sin ) derivando segue che

Vul = 7U2V§0 (119)

Vus =u1 Ve (1.20)
Se moltiplichiamo per —us la (1.19), per uy la (1.20), le sommiamo e teniamo
conto del fatto che u? + u3 = 1 otteniamo le (1.18).

Viceversa, supponiamo che u e ¢ soddisfino le (1.18) e consideriamo la fun-
zione w = ue ¥ (si intende il prodotto in C). Se indichiamo il complesso
coniugato con @ = uy — tug = (u1, —ug) otteniamo

Vw=Vue ¥ —iVpue? =e " (Vu — iuVyp)
=ue " (aVu —ip) =0

perché

uVu = (’LL1 - iug)(Vul + iVUQ)
= w1 Vuy + uaVug + i(us Vug — uaVuy) =iV
per le (1.18) e perché dalle (1.19) e (1.20) si ha u; Vug = —ujue Vi = —usVus.

Poiché Vw = 0 in ) connesso esiste una costante a € R? tale che w = a in . Ma
lw| = 1 e quindi |a| = 1 ed esiste ¢ € R tale che a = ¢, da cui u = '(*+). O



Dunque trovare un lifting di u equivale a risolvere le (1.18). Notiamo che se
¢ € CY(R) il suo differenziale in coordinate euclidee si scrive

0 0
—(pdscl—i——(pdmg.

d =
14 8I1 31172

Introduciamo la 1—forma a coefficienti in C*({; R)

0 0
w= (u X 8;1) dzq + <u X 852) dzs . (1.21)

Risolvere le (1.18) equivale a risolvere
dp = w,

ovvero a trovare un potenziale per la 1—forma w.

Nel caso in cui u sia regolare il problema dell’integrazione di una 1—forma
a coefficienti regolari in un dominio di R? ha una soluzione ben nota: se Q &
semplicemente connesso, il classico Lemma di Poincaré ci assicura che sono fatti
equivalenti:

1. w ha un potenziale;
2. w ¢ chiusa, cioé dw = 0.

Come calcolato nella dimostrazione del Teorema 1.8, il differenziale di w & dato
dalla 2-forma
dw =2 J(u)dzy Adxs .

Ma se u & una funzione a valori in S* vale il seguente risultato:
Proposizione 1.16. Sia u € C1(Q; S'). Allora
J(u)=0 perogni x€Q.
Dimostrazione. Visto che u assume valori in S! vale la relazione
u? +u3=1 perogni z€Q. (1.22)
Dal momento che u ¢ C! possiamo derivare la (1.22) ottenenedo che

0
8;? =0 per =12

w2,
18:@ 2

Quest’ultima relazione ci dice che u € ortogonale al vettore % per i =1,2. Dal

momento che siamo nel piano, segue che 2% e 2% sono paralleli, cioé
3I1 812

_ Ou ou

J(u)—a—xlxa—mzo per ogni x € Q.

Possiamo quindi dimostrare il Teorema 1.13:



Dimostrazione del Teorema 1.15. Passo 1. Assumiamo prima che u € C?(£2; S1).
Sotto questa ipotesi aggiuntiva di regolarita vale il conto fatto nella dimostra-
zione del Teorema 1.8, ovvero il differenziale di w vale

dw =2 J(u)dxy Adxs .

Dalla Proposizione 1.16 abbiamo dw = 0. Quindi w é una forma chiusa in
semplicemente connesso e per il Lemma di Poincaré¢ esiste una ¢ € C1(;R)
tale che dy = w, ovvero valgono le (1.18). Dal Lemma 1.15 segue allora che
@ + ¢ é lifting di u per qualche ¢ € R. Infine, dalla relazione dy = w segue che
¢ ha la stessa regolarita di u.

Passo 2. Sia u € C(2; S). Per la Proposizione 1.14 esiste una successione
{u,} € C=(Q;SY) tale che u,, — u uniformemente sui compatti di Q. Dal
passo precedente, per ogni n € N esiste un lifting ¢, € C*°(2;R) di u, in Q.
Ora, abbiamo convergenza puntuale di u, ad u, cioé e#n(*) — u(z) e da questo
segue che ¢,, converge ad una qualche funzione ¢ tale che u = ¢¢. Essendo u
continua, possiamo invertire localmente la relazione u = e*# e concludere che ¢
é continua.

Passo 3. Mostriamo infine che due lifiting continui di « differiscono per un
multiplo intero di 27. Siano dunque ¢ e v due lifting continui di u. Fissato
x € Q si ha (@) = (@) e quindi esiste un k € Z tale che p(z) = ¢(z) + 2k.
In tal modo possiamo definire la funzione k: 2 — Z tale che

o(x) =¢(z) + 2k(x)r  per ogni x € Q.

Dunque k é una funzione continua a valori in Z e quindi é costante sulle
componenti connesse di 2. Essendo {2 connesso, abbiamo concluso. O

1.3 Lifting in C(T'; S?)

Sia I' ¢ R? una curva diffeomorfa ad S', orientata in modo naturale e para-
metrizzata con z: [0,27] — I', © = (21,22), in modo che 2'(t) sia il versore
tangente a I' nel punto x(¢). Sia data una funzione continua

uw: T — S
Definizione 1.17. Una funzione ¢: I' — R tale che
u(x) =@ perogni xel.
si dice lifting di uw su I.

Come nel precedente paragrafo, 'obiettivo & trovare il lifting pit regolare
possibile, una volta assegnata una certa regolarita per wu.

Localmente il problema ha una soluzione immediata: fissiamo z¢o € T e
scegliamo un ramo 2 del logaritmo complesso che sia analitico (olomorfo) in un
intorno U C St di u(zg). Dunque u~*(U) ¢ aperto per continuita di u ed esiste
R > 0 tale che (Bg(zo) NT) C u=Y(U). Se I, := Br(zo) NT ¢ ben definito

p(z) = —ilogu(z), x € Iy,

che é un lifting di u su I, con la stessa regolarita di w. Abbiamo quindi la
seguente proposizione:

2Nel senso di [Ah].
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Proposizione 1.18. Se u € C*(T'; S'), per ogni xo € T' esiste un suo intorno
aperto I, CT e una ¢ € C*(I,,;R) tale che u(z) = e**'%) per ogni x € I,.

Vediamo ’esempio modello.

Esempio 1.19. Sia I' = S! e consideriamo u: S* — S! definita da

u(z) =

el

X

Un lifting per u é dato dalla funzione argomento principale di un numero
complesso definita da
z

Arg(z) := {yG(O,QW)ER: eiy:|z|} per z€C\ Ry

con Ry semiasse positivo:
Ry={z€C: Rez>0,Imz=0}.

Ricordiamo dall’analisi complessa (si veda sempre [Ah]) che la funzione Arg &
analitica (olomorfa) in C \ Ry ed ha un salto costante pari a 27 sulla semiretta
Ry.

Quindi il lifting 8 = Arg ha localmente la stessa regolarita di w, ma osser-
viamo che non ¢ in C(S';R) perché ha un salto di 27 nel punto (1,0).

Notiamo che altri lifting di v sono dati da arg +2n7 con n € N e arg un’altra
determinazione della funzione argomento. Tutti questi lifting hanno sempre un
salto di 27 in un qualche punto p € St.

Quindi, in accordo con la Proposizione 1.18, riusciamo sempre a selezionare
un lifting locale di u che abbia la sua stessa regolarita. |

Generalizziamo leggermente il precedente esempio:

Esempio 1.20. Consideriamo di nuovo la funzione

(x—xo)k
um(x) = |x - |k
— g

definita in R? \ {zg} con zg € R? e k € Z fissati. Un lifting di u,, ¢ dato dalla
funzione

Oz () ==k Arg(x — x0)

definita su C \ R, con
Ry, :={z€C: Rez>Rexg,Imz=Imuxg} .

In tal modo 6,, € C*(R?\ R,,;R) con un salto costante di 2k7 sulla semiretta
Ry, |

Ci chiediamo ora se sia sempre possibile costruire un lifting ¢ € C*(I'; R)
globale per la funzione u € C*(T'; S'). In generale la risposta é negativa.

Il controesempio & dato dalla funzione u: S' — S* definita da u(z) = z* per
k # 0. 1l fatto che il lifting p(z) = k Arg(x) abbia un salto di 2k7 nel punto
(1,0) e del tutto generale: proveremo infatti che v non ammette lifting continui
definiti su tutta S' e che ogni lifting ha un salto totale pari a 27k. Ci sono due
motivi per cui u = zF non ammette lifting continui su tutta S':

11



1. u ha grado k # 0 rispetto ad S*;
2. S non é semplicemente connessa.
Osserviamo infatti che

1. nel casoin cui k = 0 si ha u = 1 che ha per lifting la funzione identicamente
nulla, che & ovviamente C>°(S?; S1) ;

2. se p € St e consideriamo S \ {p}, questo ¢ semplicemente connesso, ed
esiste un lifting o € C>°(S* < {p};R) di u = ¥, come visto nell’Esempio
1.20.

In effetti, come conseguenza del Teorema 1.13, la semplice connessione della
curva di definizione é una condizione sufficiente ad avere lifting:

Teorema 1.21. Sia u € C*(T';SY), p € T un punto arbitrario e consideriamo
I:=T ~ {p}. Allora esiste un lifting ¢ € C*(I;R) di u su I.

Dimostrazione. Indichiamo con v il campo di versori normali a I". Notiamo che
I =T ~ {p} é ancora una curva regolare.

Ricordiamo che per una curva C™ con n > 2 vale il Teorema dell’intorno
tubolare 3: esistono un intorno aperto A di I in R? e un € > 0 tali che la
funzione

F(z,t) =z +tv(x)

¢ un diffeomorfismo di classe C"~! di I x (—¢,¢) in A. Quindi nel nostro caso
F ¢ un diffeomorfismo di classe C°.

Estendiamo u ad una funzione sull’intorno tubolare @: A — S ponendo
@(z,t) := u(r). In questo modo u € C¥(A; S1). Notiamo che A & semplicemente
connesso, essendo I semplicemente connesso ed essendo F' un diffeomorfismo di
Ix(—¢,¢) in A. Quindi dal Teorema 1.13 la & ammette un lifting g € C*(A;R).
In questo modo ¢ = @[, ¢ in C¥(I;R) e soddisfa la tesi. O

Per quanto riguarda il grado topologico invece, avere grado nullo é una
condizione necessaria e sufficiente per avere lifting:

Teorema 1.22. Sia u € C*(I'; SY). Sono fatti equivalenti:
1. esiste o € C*(I;R) lifting di u su T';
2. deg (u;T) =0.
Inoltre lifting di w continui differiscono per un multiplo intero di 2.

Per provare il teorema, dobbiamo mettere in relazione la nozione di grado
topologico con quella di salto della funzione lifting. Per fissare le notazioni, sia
p€Tlepe C(C~\{p};R). Ricordando che x: [0,27] — T" & la parametrizzazione
di I'. Trasliamo la parametrizzazione x definendo la nuova parametrizzazione
vp: [0,27] — T" in modo tale che 7,(0) = v,(27) = p.

Definizione 1.23. Il salto di ¢ in p é definito come la quantita

(el = lim {27 — €)) = (1 ()} -

3Un riferimento per il Teorema dell’intorno tubolare & per esempio [Fo].
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Teorema 1.24. Siano u € C(T;SY) e p € T' un punto fissato. Consideriamo
un lifting ¢ € C(T < {p}R) di u su T ~ {p}. Allora

[p]p =2mdeg (w; T) . (1.23)

Dimostrazione. Passo 1. Supponiamo che u € C1(T'; S). Per il Teorema 1.21 i
lifting di u hanno la sua stessa regolarita, ovvero ¢ € CY(I' \ {p};R). Essendo
u e ¢ regolari possiamo derivare la relazione

u = €' = (cos p, sin @)

da cui otteniamo

Vu; = —singp Vi = —usVp (1.24)
Vug =cosp Ve =u;Vp
Utilizzando le (1.24)
uX Uy =uVug - 7 — uaVuy -7 = (uf +ud)Ve -7 =@, (1.25)
visto che u? + u3 = 1. Quindi
2m—e d
[plp = lim {p(7,(2m =€) — (7p(e))} = lim i 2 P0w(t)) dt

2m—e 2m—e
= lim o, dt (125 Jimy / u X U, dt
€

e—0 c e—0

2m
:/ u X u, dt = 27 deg (u; 1) .
0

ottenendo la (1.23).

Passo 2. Sia u € C(T'; S') in modo che ¢ € C(T' \ {p};R). Approssimiamo
uniformemente ¢ con una successione ¢, € C*°(I' \ {p};R) e definiamo u,, :=
e*n. Essendo le u,, € C°°(I' \ {p};R) vale la (1.23):

[on]lp =2mdeg (un;I') perogni neN. (1.26)

Usando la disuguaglianza

‘eix—eiy| <|r—y| perogni =zyeR

si ha
lun — ulloo < llen — ¢l

cioé u, — w uniformemente. Per la stabilita del grado rispetto alla convergenza
uniforme si ha

deg (un;T) — deg (u;T) . (1.27)

Inoltre, poiché ¢,, — ¢ uniformemente, anche

[onlp = [€lp - (1.28)
Passando al limite nella (1.26), dalle (1.27) e (1.28) otteniamo la tesi. O

Siamo pronti a dimostrare il Teorema 1.22.

13



Dimostrazione del Teorema 1.22. Scegliamo un punto p € I' e poniamo [ =
I\ {p}. Dal Teorema 1.21 esiste p € C*(I;R) tale che

u=¢e" perogni zel. (1.29)

Per la (1.29) si ha che ¢ si estende in modo C* ad un lifting di u su tutta I se
e soltanto se ¢ é continua in p, il che accade se e soltanto se

[p]lp=0. (1.30)
Dal Teorema 1.24 abbiamo che vale la (1.30) se e soltanto se
deg (u;T') =0.

L’ultima parte dell’enunciato si prova come nel Teorema 1.13. O

1.4 Gli spazi Cg(2;S1),Cy(Q0; S) e C(Q; SY)

Sia ora © C R2 un aperto limitato, semplicemente connesso con frontiera rego-
lare. In questo modo la frontiera 9 ¢ diffeomorfa ad S'. Assegnamo un dato
al bordo regolare

g: 00 — St

e consideriamo lo spazio funzionale
CH S ={ueCh( 48" ) :u=g su 0Q}.
Il risultato fondamentale per questo spazio ¢ dato dal seguente teorema:
Teorema 1.25. Sia g € C*(0Q; S*). Sono equivalenti:
1. deg(g;00Q) =0 ;
2. C;“(Q;Sl) #0 .

La prima osservazione da fare per arrivare alla dimostrazione del teorema &
la seguente:

Lemma 1.26. Se u € C(Q;S") allora
deg (u;00Q) =0

Intuitivamente ¢ chiaro cosa succede: essendo 2 semplicemente connesso, la
frontiera 9) ¢ contraibile ad un punto p € Q. Ma deg (u; {p}) = 0 e quindi per
invarianza del grado rispetto all’omotopia di cammini si ha

deg (u; 0) = deg (u; {p}) = 0.
Diamo una dimostrazione rigorosa:

Dimostrazione. Passo 1. Supponiamo prima che u sia C*(Q; S'). Per la Propo-
sizione 1.16 abbiamo che J(u) = 0 in . Per il Teorema 1.8 possiamo calcolare
il grado di w con la formula (1.5) ottenendo

5) 1
deg (u; 0N) (LD f/ J(u)=0.
Q

™
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Passo 2. Se u € C(Q;S) per la Proposizione 1.14 esiste una successione
{un} C C*(£2;S) tale che u,, — u uniformemente sui compatti di 2. Quindi
in particolare u,, — u uniformemente su 0€2. Dal passo precedente si ha

deg (un;00) =0 perogni néeN. (1.31)
Per la stabilita del grado rispetto alla convergenza uniforme, si ha
deg (un; 0Q2) — deg (u; 0Q)
e quindi dalla (1.31) segue la tesi. O
Passiamo alla dimostrazione del Teorema 1.25.

Dimostrazione del Teorema 1.25. Se u € Céf(Q; S1) per il Lemma 1.26 abbiamo
deg (u; 08) = 0 e quindi deg (g; 992) = 0.

Viceversa, supponiamo che deg (g; 9Q2) = 0. Per il Teorema 1.22 esiste un
suo lifting ¢ € C*(9Q;R). Estendiamo ¢ ad una funzione armonica in ) e
poniamo v = e*?. In questo modo u € Cg(Q; S1) che & quindi non vuoto. O

Per le nostre applicazioni siamo pero interessati al caso di g tale che
deg (g;08) #0.
In questo caso il Teorema 1.25 ci dice che
Cy(Q;8M) = 0. (1.32)

Il motivo per cui questo accade é che qualsiasi estensione u: Q — S' di g tende
a sviluppare delle singolarita all’interno di €2, da cui la (1.32). L’esempio che
abbiamo in mente é sempre il solito:

Esempio 1.27. Sia Q = B;(0) in modo che 9Q = S* e consideriamo il dato al
bordo g(z) = x* con k # 0. Sappiamo che

deg (J:k;Sl) =k+#0

dunque
Cx(B1(0);8Y) =90.

Consideriamo tuttavia 1’estensione naturale a valori in S! di g:

u(r) = —

L
Notiamo che u ¢ continua in Q \ {0}, quindi
Cor ({0} 8N £90.
|

L’esempio precedente suggerisce che rimuovendo alcuni punti da €2 si possono
trovare estensioni continue di g a valori in S*.
Fissiamo quindi z1,...,zx € € e consideriamo l’'insieme

Qon\{ml,...7xN}.
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Teorema 1.28. Se g € C*(0%); S1) si ha CF(Q; S*) # 0.

Dimostrazione. Costruiamo una u € C’Zj (Q0; S). Siano dy,...,dy € Z scelti in
modo tale che

N

> " di = deg (g;09) (1.33)

e definiamo la funzione

Notiamo che h € C%(Qg;S'). Ricordando le proprieta del grado (si veda la
Proposizione 1.9) si ha

deg (h; 09) = Zde( > Zd

’L

Quindi
deg (g h; 0Q) = deg (g; 0Q) — deg (h; 0N) (.33)
e per il Teorema 1.22 esiste una p € C*(9Q;R) tale che
gh=¢€¢% su 00. (1.34)

Sia ¢ D’estensione armonica in 2 di ¢ e poniamo u = he?. In questo modo
u € C*(90; S1) e per la (1.34) si ha u = g su 9. O

Quando tratteremo ’analogo caso per funzioni di Sobolev, non sara sufficien-
te rimuovere da 2 un numero finito di punti, ma andranno rimossi dei dischetti
centrati in tali punti. Per uniformare le notazioni, trattiamo in questo modo
anche il caso continuo. Si fissi € > 0 che verifichi

1. |z —zj| >eperognil <i#j<N
2. dist(x;,002) > e perognii=1,...,N
in modo tale che, posti B; = B.(z;) e Q. = Q ~ UY_, B, si abbiano
1. Q. aperto connesso;
2. () = ZN, ovvero €. ha esattamente N buchi (si veda la Figura 1.1).

Teorema 1.29. Se g € C*(09; SY) si ha CF(Qe; SY) # 0. In particolare, asse-
gnati i gradi dy,...,dn € Z tali che soddisfino alla condizione di compatibilita

N

> " d; = deg (g;09)

i=1
esiste almeno una funzione u € Cg(Qs; S1) tale che
deg (u;0B;) =d; per ogni i=1 N.

geeey

16



Figura 1.1: Dominio €2,

La dimostrazione di questo teorema ¢é la stessa del Teorema 1.28. Concludia-
mo questo paragrafo con una osservazione. Se u € C(£2.; S') possiamo definire
il grado di u rispetto a 0f). come

N
deg (u; 09Q,) := deg (u; 0) — Z deg (u; 0B;) .
i=1
Proposizione 1.30. Se u € C(Q.;S') allora deg (u;09,) = 0.

Dimostrazione. Passo 1. Supponiamo che u sia C?. Ricordando la formula
(1.7) si ha

N
27rdeg(u;8ﬂg)=/ uqu—Z/ uXuTz/ w:/ dw  (1.35)
o0 — JoB, 99, Q.

dove nell’ultima uguaglianza abbiamo usato il Teorema di Stokes. Essendo u
una funzione C2, come nella dimostrazione del Teorema 1.8 abbiamo

dw =2 J(u)dzy A dxs .
Inoltre dalla Proposizione 1.16 si ha J(u) = 0 in €., da cui
dw=0. (1.36)

Sostituendo la (1.36) nella (1.35) otteniamo la tesi.
Passo 2. Se u ¢ solo continua, procedendo come nella Proposizione 1.14
esiste una successione {un} C C>(Q.;S') tale che u,, — u sui compatti di

Q.. Essendo la tesi vera per funzioni regolari e il grado stabile per convergenza
uniforme, segue la tesi. O

1.5 Lifting in C(€;S?)

Sia  C R? un aperto limitato, semplicemente connesso con frontiera regolare e
Q. come nel precedente paragrafo.
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Figura 1.2: Q. = B1(0) \ B:(0)

Nel Paragrafo 1.2 abbiamo caratterizzato mediante il concetto di lifting le
funzioni di C(Q; S1): il Teorema 1.13 ci dice che vale I'uguaglianza tra insiemi

C(8h) ={e¥: pe C(LR)} .

In questo paragrafo ci occuperemo del problema del lifting di funzioni in C'(Q.; S*).
Vediamo cosa accade nell’esempio modello:

Esempio 1.31. Sia Q = B;(0) ed Q. = B1(0) \ B-(0) in modo che la funzione

sia in C'(Qe; SY). Un lifting di u ¢ dato dalla funzione 6(x) = k Arg(z), che ha
un salto di 2km sulla semiretta uscente dall’origine

R={(x1,0): 1 > 0}.

In tal modo, se indichiamo con L = Q. N R taglio in Q. (si veda la Figura 1.2),
il lifting ¢ 6 € C'(Q \ L;R). [ |

La situazione che si presenta nell’esempio ¢ del tutto generale: i lifting di
funzioni C(£; S1) presentano dei salti su tagli del dominio Q..
Fissiamo le notazioni: il lifting della funzione

xr — X;

|x — ;]

lo indichiamo con 6, (xz) = Arg(z — x;) in modo che abbia un salto di 27 sulla
semiretta
R,, ={2€C: Rez>Rex;,Imz=Imuz;} .

Introduciamo i tagli L., = . N R, e il dominio privato dei tagli
Qr = QN UYLy,

(si veda la Figura 1.3).
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Figura 1.3: Qf

Teorema 1.32. Sia u € C*(Q.; SY). Allora esiste p € C*(Q.;R) tale che

et ) g Q. (1.37)

u==e

con
N
U= Z d; 0.,
=1

dove d; = deg (u;0B;). In particolare u ammette lifting in C*(Qr;R) che ha
salto costante pari a 2md; sul segmento Ly, .

Se @1 e o sono due funzioni continue su . che soddisfano la (1.37) allora
differiscono per un multiplo intero di 27.

Dimostrazione. Sia

in modo che h = e*¥. Osserviamo che deg (h; 9B;) = d;. Quindi se introduciamo
la funzione w := wh si ha

deg (w; 0B;) = deg (u; 0B;) — deg (h;0B;) =d; —d; =0.
Dal Teorema 1.22 segue che
Ciy(Bi; SY) # 0

e quindi possiamo estendere w ad una funzione w € C¥(2;S'). Per tale
estensione, dal Teorema 1.13, esiste ¢ € C*(Q;R) tale che w = €% in Q per cui

uh=¢€¢% su Q..

Moltiplicando quest’ultima per h otteniamo la (1.37). Dal momento che ¥ €
Ck(Qr;R) segue che il lifting ¢ + ¥ ¢ in C*(Qr; R).

La seconda parte della dimostrazione procede come nel Teorema 1.13 essendo
(). connesso. L]
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1.6 Grado topologico per funzioni H'/?(T; S

Nel seguito ci occuperemo di estendere gli argomenti trattati nei precedenti
paragrafi alle funzioni Sobolev. Per prima cosa vogliamo definire una opportuna
nozione di grado topologico per funzioni H'/2. Sia quindi I' € R? una curva
diffeomorfa ad S e indichiamo con dz la misura di Hausdorff su I'. Indichiamo
con A C R? il dominio tale che A =T.

Richiamiamo qualche fatto utile sugli spazi di tracce (si vedano [L], [A], [B2],
[E]). Esiste un operatore lineare e continuo, detto operatore traccia

T: H'(A;R?) — L*(I'; R?)
tale che T'(u) = ul. se u € H'(A4;R?) N C(A;R?). Lo spazio delle tracce é
HY2(D;R?) = {u € L*(T;R?) ¢ lul| 1)z < +o00}

dove ||'||H1/2 ¢ la norma definita da
2
s = [ Ju) da [ lu@) )
g r/rfz—yl

ker T = Hi(A;R?) T(H'(A;R?)) = HY?(I'; R?)

Si ha che

e inoltre T & continuo da H'(A;R?) in HY?(T;R?). Si ricordi infine che
Lip(T'; R?) & contenuto in H'/?(T'; R?) con immersione continua, mentre in ge-
nerale ci sono funzioni C(I'; R?) che non sono in H'/?(I'; R?) (siamo nel caso
limite delle immersioni di Sobolev). Definiamo lo spazio

HY2([;8Y) = {ue LAT;R?) ¢ |jul|yaje < +oo,|ul =1qo. in T} .

Visto che le funzioni in H'/2(T'; S1) non sono necessariamente continue la defi-
nizione di grado data nel Paragrafo 1.1 non si applica.

Ci sono vari modi equivalenti di definire il grado in H'/2. Seguiamo I’ap-
proccio di H. Brezis e L. Nirenberg in [BN1] e [BN2], omettendo le dimostrazioni
piu elaborate e dando solo le idee principali. In realta in questi articoli il grado
¢ definito per funzioni VMO (la chiusura in norma BMO del sottoinsieme delle
funzioni regolari), ma essendo H'/2 ¢ VMO e H'/? ¢ BMO, quest’ultima con
immersione continua, i risultati si applicano al nostro caso.

La definizione é data tramite un argomento di approssimazione, come ab-
biamo fatto per definire il grado di funzioni continue a partire da quelle C.
Accenniamo al procedimento, considerando il caso di 9Q = S* per non appe-
santire le notazioni. Sia u € H'/?(S';S') e consideriamo la sua media sugli
archi di S! di lunghezza 2¢, cioé definiamo . : S — R? come

x+e
fela) = o / ) dy (1.38)

dove dy & la misura di Hausdorff su S'. Si puo dimostrare che @, € C1(S;R?)
e |ue| — 1 uniformemente per € — 0. Si pone quindi
Ue
Ue = 7=
||
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in modo che u. € C*(S';S'). Si dimostra che u. — u in norma H'/2. Essendo
le u. regolari il loro grado € definito dalla

deg (u; S*) = i/ UX Ur . (1.39)
2w St

Osserviamo che per € ed ¢ piccoli le funzioni u. ed u. sono omotope, con

omotopia data da sy (1—1)e, per 0 < ¢ < 1. Per invarianza omotopica del grado

segue che deg (uE;Sl) = deg (us/; Sl) per g, abbastanza piccoli. Possiamo

allora dare la seguente definizione di grado:

Definizione 1.33 (Grado topologico in H'/2(S'; S')). Se u € H'/?(S';S') la

quantita
deg (u; Sl) = lim deg (uE;Sl)

e—0t

si dice grado topologico di u rispetto ad S*.

Analogamente si definisce il grado in H'/2(9T'; S'). Vale il seguente fonda-
mentale teorema di stabilita (per la cui dimostrazione si veda il Teorema 1 in
[BN1]):

Teorema 1.34. Sia u € H'/?(T'; SY). Allora esiste § > 0 dipendente da u tale
che se
[ = vll 12 <6
allora
deg (v;T) = deg (u;T) .

Osserviamo che a differenza del Lemma 1.5 nel quale § = 1 andava bene per
tutte le funzioni u € C(T'; S1), il § del Teorema 1.34 dipende veramente dalla u
scelta, nel senso che per ogni § > 0 si possono costruire funzioni

u,v € HY(T; 81)

tali che
lu—=2vlge <6

deg (u;T) =0 deg (v;T) =k

con k € Z arbitrario (si vedano [BN1, Lemma 6] e [BN1, Remark 6]).

Dal Teorema 1.34 segue anche che la definizione di grado non dipende dal-
la successione scelta: possiamo considerare una qualsiasi successione {u,} in
CY(T; S') tale che u, — u in H'/? e porre deg (u; Q) = lim,, deg (un; 0Q).
Possiamo quindi dare la seguente definizione equivalente:

Definizione 1.35 (Grado topologico in H/?(T; S1)). Sia u € HY/?(T;S'). Si
scelga una successione {u,} in C(I'; 1) tale che u,, — u in H'/2. 1l limite

deg (;T) = lim_deg (u;T)

li
n—-+4oo
si dice grado topologico di u rispetto a I'.

Proposizione 1.36. Il grado appena definito é un numero intero. Inoltre se
u€u e C(T; 8NN HY?(T; 8" la nozione di grado in H'/? coincide con quella
data nel Paragrafo 1.1 per funzioni continue.
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Dimostrazione. 1l fatto che deg (u;T") € Z segue perché é definito come il li-
mite di una successione di numeri interi. Se poi u € C(T;S') N HY?(T;S') ¢
immediato vedere che le u. definite in (1.38) convergono ad u anche in norma
uniforme, per cui dal Lemma 1.5 le due definizioni di grado coincidono. O

Una utile formula per il calcolo del grado di funzioni C(T; S') ¢ data dalla
(1.5). Come provato in [BN1, Property 5| questa si generalizza al caso H 1/2,
Teorema 1.37. Sia u € HY/?(T;S'). Allora

1
deg (u;T) = 7/ J(w) (1.40)
T JA
dove A ¢ il dominio tale che DA =T, i € H'(A;R?) ¢ una qualsiasi estensione
diuin A e J(a) élo Jacobiano di .

Si noti che I’estensione % non ¢ in generale a valori in S* (le estensioni a valori
in S' verranno trattate nel seguito) e ne esiste almeno una perché H'/?(I'; R?) ¢
caratterizzato come spazio di tracce e si ha l'inclusione H/?(T'; ') ¢ H'/?(T'; R?).

La dimostrazione del Teorema 1.37 si basa sul seguente risultato di densita,
provato da R. Schoen e K. Uhlenbeck in [SUJ.

Lemma 1.38. C°°(T;S') ¢ denso in HY/?(T; S*) in norma H'/?.

Cenno di dimostrazione. L’idea per provare il lemma ¢ la stessa utilizzata per
introdurre il grado in H'/? (si veda H. Brezis in [B1]). In questo modo si prova
la densita delle funzioni C* in H'/? nella norma H'/2. Dalla Proposizione 1.3
si ha che C*°(T'; S') ¢ denso in C*(I'; S') in norma uniforme. Infine, poiché
I'inclusione C*(T; 1) € H'/2(I'; S') & continua, segue la tesi. O

Per procedere alla dimostrazione del Teorema 1.37 abbiamo bisogno del
seguente corollario (si veda [BN1, Lemma A.13]):

Corollario 1.39. Sia A il dominio tale che A = T ed u € H'(A;R?) tale
che la sua traccia sia a valori in S*, cioé ul, € HY2(T; 8Y). Allora esiste una
successione {u,} C C*(A;R?) tale che u, — u in H'(A;R?) e u, (') C S*.

Possiamo procedere alla dimostrazione del Teorema.

Dimostrazione del Teorema 1.37. Consideriamo come nel Corollario 1.39 una
successione {u,} C C*°(A;R?) tale che u,, — @ in H'(A;R?) e u, (') C St.
Essendo le u, regolari, dalla (1.5) si ha

deg (up;T') = %/AJ(un) per ogni n € N. (1.41)
Per la disuguaglianza di traccia abbiamo
u, —u in  HY*T; S
e quindi dal Teorema 1.34 segue
deg (un;T) — deg (u; T) . (1.42)
Dal fatto che u,, — % in H' segue che
J(u,) = J(@) in  L'(A;R?). (1.43)

Grazie alle (1.42) e (1.43) possiamo passare al limite nella (1.41) e ottenere la
tesi. O
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Vediamo una applicazione di questo teorema al solito esempio.

Esempio 1.40. Consideriamo I' = S! ed u: S — S! definita da u(z) = =.
Si ha che u € H'/2(S'; S') essendo una funzione regolare. Vogliamo calcolare
deg (u; S') utilizzando la (1.40). Estendiamo u alla funzione

N x
u(x):m per 1z #0.
Poiché ) )
x —x1x
\VA - 2 1 2) 0
wn = (L, THR) e e
allora

1
Vul* = —
]
e quindi @ ¢ H'(B1(0); R?) e non va bene come prolungamento. Per ottene-
re una estensione @ € H'(Bj(0); R?) tagliamo la singolarita di @ nell’origine:
definiamo

a(r) = LT se T € BLUOINB(0)
T2 sexeB0)

g

con € € (0,1) fissato. Si ha @ € H'(B(0); R?), con Jacobiano

I (e) = {0 se € By1(0) ~ B.(0)

% sex € B.(0)

By (O) £(0) 2
S

) con €2 semplicemente con-

e allora
deg u; S

smH

1.7 Lifting in H*($;
nesso

In questo paragrafo 2 C R? & un aperto semplicemente connesso, limitato e con
frontiera regolare. Siamo interessati al problema del lifting in H'(Q;S!). Dal
momento che le funzioni di H!(2; R?) non sono necessariamente continue, una
definizione di lifting ha senso solamente q.o. in €2

Definizione 1.41. Sia u € H*(£;S'). Una funzione
p: Q=R

tale che ‘
u=€e% qo.in Q (1.44)

si dice lifting di u su Q.

Vedremo che tutti i risultati presentati nel Paragrafo 1.2 nel caso regolare
si generalizzano al contesto degli spazi di Sobolev. In parallelo con il Teorema
1.13 abbiamo:
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Teorema 1.42. Sia u € HY(Q; S'), allora esiste ¢ € H'(;R) tale che
u=e¥ qo.in Q.
Inoltre se yp € HY(Q;R) & un altro lifting di u allora
p=v+2kr qo.in Q,
per k € Z opportuno.

La strategia per dimostrare questo teorema € la stessa che abbiamo seguito
nel caso regolare. Assumiamo quindi che valga la relazione (1.44) e deriviamo
delle condizioni soddisfatte da u e .

Lemma 1.43. Siano u € HY(;5%) e p € HY (4 R) tali che valga (1.44).
Allora

[Vu| =|Vp| gqo.in Q (1.45)
‘ o0
u x ai = ai
Xr1 Xr1 .
du  op g.o. in (1.46)

x 57332 N Oxa
che scriviamo in forma compatta come
Vo =u;Vus —usVug .
Viceversa, supponiamo che u e ¢ soddisfino le (1.46). Allora
u=e®t) o in Q.
per una opportuna costante ¢ € R.

Dimostrazione. Supponiamo che valga la relazione
u=e"¥ = (cosp,sinp) qo.in Q.

Applicando a quest’ultima il teorema di derivazione delle funzioni composte in
spazi di Sobolev (si veda la Proposizione 9.5 a pagina 270 di [B2]) si ottenegono

V’Uq = 7U2V(p, (147)
Vug =u1Vep. (1.48)

In particolare quindi
Vul* = [V |* + [Vua|” = (uf +13) [Vel” = [Vl

perché |u| = 1 q.o. in Q. Se poi moltiplichiamo per —uy la (1.47), per u; la
(1.48) e sommiamo otteniamo le (1.46).

Viceversa, supponiamo che u e ¢ soddisfino le (1.46) e consideriamo la fun-
zione w = w e~ (si intende il prodotto in C). Per il teorema di derivazione delle
funzioni composte abbiamo che w € H*(;R?) N L>(Q;R?) e se indichiamo il
complesso coniugato con @ = uy — iug = (u1, —us) otteniamo

Vw = Vue ¥ —iVoue? = e (Vu — iuVep)
=ue P (aVu —ip) =0
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perché

uVu = (uy — tug)(Vug + iVug)
= u1 Vuyg + u2Vug + i(u1 Vug — uaVuy) = iV

per le (1.46) e perché dalle (1.47) e (1.48) si ha u1 Vus = —ujueVp = —uaVus.
Poiché Vw = 0 in Q connesso esiste una costante a € R? tale che w = a q.o.
in Q. Ma |w| = 1 e quindi |a| = 1 ed esiste ¢ € R tale che a = €%, da cui
u = etleto), O

Dunque trovare un lifting di u equivale a risolvere le (1.46). Notiamo che se
© € H'(;R) il suo differenziale in coordinate si scrive

0 Oy
ng 8801(1 1+872d1’2

Introduciamo la 1—forma a coefficienti in L?(£2;R)

ou ou
w= <u X axl) dzq + <u X 83?2) dzs . (1.49)

La risoluzione delle (1.46) equivale allora alla soluzione di
dp=w

ovvero a trovare un potenziale H' per la 1-forma w. Nel caso di u regolare questo
problema si risolveva con il Lemma di Poincaré. Nel caso di u € H'(Q; S*) vale
una versione generalizzata del lemma:

Lemma 1.44 (Lemma di Poincaré). Sia f € LP(Q;R?) con 1 < p < 40 e
consideriamo la 1-forma a coefficienti LP

W = fldzl +f2dl‘2.
Sono equivalenti

1. w ¢ esatta, cioe esiste p € WHP(Q;R) tale che w = dp, ovvero

0
h=gt
I .
g.o. in £,
o 22
27 3x2

2. w é chiusa nel senso delle distribuzioni, ovvero
/ fim— 8x2 / f28 o per ogni P € CC (4 R). (1.50)

Cenno di dimostrazione. Diamo una idea della dimostrazione, che puo essere
trovata per esteso nel Lemma 3 di [BBM]. Se w ¢ esatta, dalla definizione di
derivata debole é banalmente chiusa.
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Viceversa, supponiamo che w sia chiusa e indichiamo con f = (f1, f2). Esten-
diamo f a zero fuori da Q e consideriamo f& = p. * f, dove i p. sono una suc-
cessione di mollificatori. Usando la (1.50) si dimostra che f& = (f5, f5) soddisfa
la condizione di chiusura _ _

off _ 0f3

8302 o 6331
sui compatti di 2 (per € abbastanza piccolo). Dal Lemma di Poincaré classico
f¢ ammette un potenziale locale ¥, su ogni U CC {2, ovvero

VU,.=f su U.

Passando al limite in quest’ultima otteniamo che esiste una ¥ € W1P(U;R)
tale che
Vo=f su U.

Se prendiamo una famiglia di compatti {U,} che invade €2 otteniamo una
successione {¥,,} tale che

VU, =f su U,.
Da questo si puo dimostrare che ¥,, — ¢ con ¢ € L}, .(92;R) tale che
Vo=f su Q. (1.51)
Dalla (1.51) si conclude che ¢ € W1P(Q), che insieme alla (1.51) ci dala tesi. [
Diamo ora due proposizioni:
Proposizione 1.45. Sia u € HY(Q;SY). Allora J(u) =0 q.0. in Q.
Dimostrazione. Poiché u a valori in S! vale
ui +u3=1 qo.in . (1.52)

Derivandola (usiamo sempre il teorema di derivazione delle funzioni composte
[B2, Prop. 9.5]) si ottiene

ou ou
Uy 1—|—’U,2 2 -0 q.0. in Q per i =1,2
cioé u € ortogonale al vettore % per i = 1,2. Da questo segue che g—m“l e a‘%
sono paralleli, cioé
ou Ju
Ju)==—x=—=0 .0.in
( ) 8561 8332 4
che ¢ la tesi. O

Proposizione 1.46. Sia U C R? un aperto limitato e connesso. Se u €
HY(U;R) ¢ a valori in Z, ovvero tale che

u(z) €Z  per qo. xeU
allora esiste k € Z tale che
u=k qo. in U.
In simboli

H'(U;Z) ={ue H'(U;R): u=k q.o. inU perk € Z} .
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Dimostrazione. Sia u € H'(;Z). Possiamo decomporre U nei sottoinsiemi di

livello di u:
U= U E},
kez

Ey={x€U: u(x)=k}.

Per un Teorema di Stampacchia (si veda [GT] Lemma 7.7) le funzioni di Sobolev
hanno gradiente nullo sugli insiemi di livello, cioé

Vu=0 q.o. su Ej

per ogni k € Z. Ma gli Ey sono a due a due disgiunti e la misura di Lebesgue é
numerabilmente additiva, quindi

U] = | Exl
kez

che implica
Vu=0 q.o.in U. (1.53)

Poiché U connesso, dalla (1.53) segue che u ¢ costante su U. D’altra parte u ¢
a valori in Z, dunque esiste un qualche k € Z tale che v = k q.0. in U. O

Siamo pronti a dimostrare il Teorema 1.42.

Dimostrazione del Teorema 1.42. Per quanto detto nel Lemma 1.43, per trovare
un lifting di u é sufficiente trovare un potenziale per la 1-forma w definita in
(1.49), ovvero una 6 € H*(;R) tale che

)
5%1 - 8%1 .
o 90 g.o. in Q. (1.54)

UX — = —
8:@ 5'%2

Per il Lemma di Poincaré questo equivale a provare che dw = 0 nel senso delle
distribuzioni, cioé che

9 ( 3u> 9 (u % a“) =0 in D(QR). (1.55)

Oms \" 021 ) " omy Br

Se dimostriamo che vale la (1.55) per il Lemma di Poincaré esiste una qualche
6 € H'(;R) tale che valgono le (1.54) e quindi dal Lemma 1.43 esiste una
c € R tale che 6 + ¢ é lifting di w in €2, concludendo la dimostrazione.

Abbiamo visto nella dimostrazione del Teorema 1.13 che la (1.55) ¢& ba-
nalmente verificata se u € regolare. Dimostriamola allora per densita. Dalla
teoria classica degli spazi di Sobolev (|B2]) sappiamo che C*°(2;R?) ¢ denso in
H'(Q; S'). Esiste quindi una successione {u, } C C*°(Q;RR?) tale che [Ju, ||, <1
e u, — uin H' (sinoti che non si sta dicendo che le u,, assumono valori in S*).
Essendo le u,, regolari, se u, = (u1,n,u2,,) si ha

0 <U aun) 9 (un % aun) = 2J(un) per OgIli neN.

o \"" " Oxy ) O Os
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Moltiplicando quest’ultima per una funzione test ¥ € C°(2;R) e integrando
su {2 si ottiene

0 ou, 0 ou, B

Integrando per parti il termine di sinistra si ottiene infine

/Q{<u x 81’1> = - <u x am) 8371} _ 2/QJ(un)1/1. (1.56)

Poiché u,, — u in H! segue che J(u,) — J(u) in L da cui

Q/QJ(un)z/J — 2/QJ(u)z/J —0 (1.57)

essendo J(u) = 0 q.o. in  per la Proposizione 1.45. Inoltre

Ny in L2(R) per i =1,2. (1.58)

u
8302» axi

Up X

Tenendo conto della (1.57) e della (1.58) possiamo passare al limite nella (1.56)

per ottenere

Ju\ 0 Ou\ 0

o a) o () a0
ovvero la (1.55).
Supponiamo ora che o, € H'(£;R) siano due lifting di u, cio¢ che

¥ =e¥ qo.in Q.

Dunque esiste un insieme misurabile E tale che |E| = || e che
(@) = (@) perogniz € E. (1.59)
La (1.59) definisce una funzione k: E — Z tale che
o(z) =Y(z) + 2k(z)r  perogni z € E

da cui k € H*(;7Z). Poiché 2 é connesso vale la Proposizione 1.46, cioé¢ esiste
un ko € Z tale che k = kg q.o. in Q da cui la tesi. O

Concludiamo questo paragrafo con un risultato di densita analogo a quello
dato per funzioni continue nella Proposizione 1.14.

Teorema 1.47. Sia U C R? un aperto limitato con frontiera regolare. Lo spazio
C>(U;SY) ¢é denso in H'(U; S') rispetto alla norma H*.

La dimostrazione di questo teorema puo essere trovata in [B1, Lemma 2| op-
pure in [SU] e 'idea é simile a quella usata nella dimostrazione della Proposizione
1.14:
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Cenno di dimostrazione. Si considera la media di u definita da

N .,

Si ha |ii.| < 1, ma @. in generale non assume valori in S'. Consideriamo allora
la funzione
Ue(z)
ue(x) = — .
|t ()]
Osserviamo che se u ¢ continua allora u. — u uniformemente, quindi |G| — 1 e
la funzione u. ¢ ben definita, prende valori in S! e converge uniformemente a u
da cui la tesi. Tuttavia le funzioni di H'(U;S') non sono necessariamente con-
tinue, per cui la (1.60) potrebbe non avere senso perché a priori la @, potrebbe
annullarsi. Tuttavia questo non accade. Anche in questo caso abbiamo infatti
che

(1.60)

|te]| = 1 uniformemente in U . (1.61)

Dalla disuguaglianza di Poincaré si ha infatti
[ -a@aom@b [ vad e
B.(2) B.(@)

e quindi dalla disuguaglianza di Holder

[N

1 —
Bo@)] 5.0 lu(y) — e (z)| dy < C(/Ba(x) |Vu> : (1.63)

D’altra parte

che integrata da

_ 1 _
L= fu@)l < p o lu(y) — ()] dy . (1.64)

Se concanteniamo (1.64) con (1.63) otteniamo

2

1 —luc(2)] < C’(/ |Vu|> — 0  uniformemente per & — 0
B.(z)

da cuila (1.61). A questo punto si dimostra che u, — u in H! e si conclude. [

Se nel Teorema 1.47 facciamo l'ipotesi aggiuntiva che U sia semplicemente
connesso, la tesi é ottenibile come corollario del Teorema 1.42 di esistenza del
lifting:

Dimostrazione del Teorema 1.47 se U semplicemente connesso. Se U & sempli-
cemente connesso e u € H'(U;St) per il Teorema 1.42 esiste un suo lifting
¢ € HY(U;R). Per densita di C°(U;R) in H'(U;R) esite una successione
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{pn} C HY(U;R) tale che ¢,, — ¢ in norma H'. Poniamo u,, := ¢*¥" in modo

che u,, € C*(U;S'). Se proviamo che

u, —u in H'(Q;R?) (1.65)
abbiamo concluso. Dalla stima

|e feiy| <|r—y| perogni z,yeR

segue che

/Iun—u\zé/ lon — | — 0 (1.66)
U U

perché ¢, — ¢ in L2(U). Se ora deriviamo la relazione u,, = ¢**" otteniamo
Vu, =ie*" Vo, =iu, Ve,

da cui
[Vun| = [Von]| .

Questo implica che
Vu, ¢ limitato in L?(U), (1.67)

visto che Vi,, — V¢ in L?(U). Dal momento che abbiamo provato che u,, — u
in L?(U), la (1.67) implica la (1.65) (si veda I’Osservazione 4 nel Capitolo 9 di
[B2]). O

1.8 Lifting in HY/?(I"; SY)
Sia ora I' € R? una curva diffeomorfa ad S* ed A C R? tale che 04 =T.

Definizione 1.48. Sia v € H'/?(T; S'). Una funzione ¢: T' — R tale che
u(z) =@ perqo. zel.
si dice lifting di uw su I.

Per le funzioni in u € H'/?(T'; S') valgono risultati analoghi a quelli visti per
funzioni continue nel Paragrafo 1.3. L’analogo del Teorema 1.22 ¢ il seguente

Teorema 1.49. Se u € H'Y/2(T'; S') sono equivalenti:
1. esiste p € HY/?(I;R) lifting diu suT';
2. deg (u;T) = 0.

Cenno di dimostrazione. Come nel Teorema 1.22 un verso della dimostrazione
¢ banale. Se infatti v ha lifitng ¢ € H'/?(I'; R) possiamo estendere ¢ a ¢ €
H'(A;R) e considerare la funzione @ = €' che soddisfa @ € H'(2; S') e T'(71) =
usu A =T. Dunque @ ¢ una estensione H' di u e per la formula (1.40) si ha

deg (u;T) = % / J(@).

A

Tuttavia @ € H'(A; S'), per cui dalla Proposizione 1.45 segue che J(i) = 0 q.o.
in A, da cui deg (w;T") = 0.
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Vogliamo dare una idea del viceversa. La dimostrazione completa pud essere
trovata in [BN1]. Se consideriamo la successione %. introdotta in (1.38) e la sua
proiezione su S!

Ue

YT T

abbiamo detto che si pud dimostrare che u. — uin H'/2. Per € piccolo abbiamo
poi che deg (u.;T') = deg (u;T') = 0. Ma le u. sono C!, quindi dal Teorema 1.22
esistono ¢, € C1(T;R) tali che

u, = e su T.
La parte tecnica ¢ provare che ¢, — ¢ puntualmente e che ¢ € H'/2 (T;R). O
Anche il Teorema 1.21 si generalizza al caso H'/?:

Teorema 1.50. Siau € HY?(T; S1) ep € T un punto arbitrario. Consideriamo

la curva semplicemente connessa I = T~ {p}. Allora esiste un lifting ¢ €
HY2(I;R) di u.

La dimostrazione ¢ simile a quella del Teorema 1.21 (si veda [BBM]).

Esempio 1.51. Consideriamo I'esempio modello di T' = S ed u(z) = z. Es-
sendo u regolare si ha u € H'/?(S'; S'). Sappiamo che deg (u; Sl) = 1, quindi
dal Teorema 1.49 non esiste p € H'/2(S';R) lifting di v su T'. Se rimuoviamo
il punto p = (1,0) da S!, il Teorema 1.50 ci garantisce tuttavia che esiste un
lifting 0 € H'/2(S* < {p};R) di u su S* \ {p}. In effetti il lifting & sempre il
solito §(x) = Arg(z). Notiamo infatti che essendo 6 regolare in S \ {p} si ha
che 0 € HY/2(S' < {p};R). Tuttavia @ ¢ H/2(S*;R). Infatti # ha un salto di

27 in p, da cui
0(z) — 0(y)|?
//I(w) (;/)I — e
sttst |z -yl

1.9 Gli spazi Hy(Q;S") e H (S

Sia Q C R? un aperto limitato semplicemente connesso con frontiera regolare.
Assegnamo un dato al bordo g € H'/2(99; S') e definiamo lo spazio funzionale
delle estensioni in €2 a valori in S' del dato al bordo g:

Hgl(Q;Sl) = {ue H (% S"): T(u) =gsudQ}.
In analogia con il Teorema 1.25 vale:
Teorema 1.52. Sono equivalenti:
1. deg(g;0Q) = 0;
2. HI(5Y) £0 .
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Dimostrazione. Sia u € H; (€; S1) # 0. Visto che u assume valori in S, dalla
Proposizione 1.45 segue che J(u) = 0 q.o. in Q. Per la formula (1.40) si ha
quindi

deg (g: 09) = deg (u; 09) = © /Q J(u) =0,

™

Viceversa supponiamo che deg (g; 92) = 0. Dal Teorema 1.49 esiste una ¢ €
H}/Q(ﬁQ; R) lifting di u su 9Q. Estendiamo ¢ a ¢ € H'(;R) e definiamo 4 =
€'?. Si vede immediatamente che @ € H,(€;S"), che & quindi non vuoto. ~ [J

Per le nostre applicazioni siamo interessati al caso di g tale che
deg (g;09Q) # 0.
Vogliamo capire perché in questo caso
H, (98" =0 (1.68)

per aggirare il problema. Il problema per cui (1.68) accade é che ogni estensione
u: Q — S' di g tende a sviluppare delle singolarita che fanno esplodere I’energia
all’interno di 2. Come al solito, vediamo cosa succede nell’esempio modello.

Esempio 1.53. Siano Q = B1(0) e g(z) = x. Sappiamo che deg (¢g; S') =1,
per cui H(B1(0);S1) ¢ vuoto per il Teorema 1.52. Consideriamo la naturale
estensione di ¢ a valori in S*

x
u(x):m per z #0.

Abbiamo che

1
|VU|2:W per z #0.

Se indichiamo con (p, #) le coordinate polari su R?, e con Q. := B1(0) \ B.(0)

abbiamo
1 1 2 1 1
/ |Vu|2=/ —2:/ / —pdpdf = 2mlog — . (1.69)
Q Q. |z| e Jo P €

€

Dunque l’energia di u si concentra in B, (0) divergendo come |loge|. Per questo
motivo u ¢ H'(B1(0); S'). Notiamo tuttavia che la (1.69) dice anche che u €
H(Q.;SY) e in particolare lo spazio H}(f2;S') & non vuoto. [ ]

La situazione di questo esempio € vera in generale. Possiamo ottenere infatti
un analogo della stima (1.69) sugli anelli *:

Teorema 1.54. Siano 0 < Ry < Ra, x € R? e consideriamo Uanello
A= BRz(‘T) N BRI (l‘)

(si veda la Figura 1.4). Seuw € HY(A;SY) si ha
/ Vul|® > 2rd? 1og@ (1.70)
A R’y
dove d = deg (u; 0BR,(x)).
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Figura 1.4: A = Bp,(z) \ Bg, ()

Dimostrazione. Passo 1. Supponiamo prima che u € C1(A; S'). Indichiamo con
(p,0) le coordinate polari centrate nell’anello A. Il gradiente di u in coordinate

polari é
ou 1 Ou
vu= (G a0)

2

quindi
ou

1
2

> -
[Vul 50

N

Integrando in coordinate polari si ottiene

Ro 2
[aval= [ [ 19u(e.0) pdpas
A Ry Jo
Ro 2 2
> / / e
R, Jo P
_/RQ 1 /271'
Ry P 0

00
9 (1.72)
d0> dp
Ro 27
(3
R, P\27 Jo

(1.71)

ou

ou
2
70 d9> dp

dove abbiamo usato la disuguaglianza di Jensen nell’ultimo passaggio. Si noti

o0
adesso che
1 271'
o2 /O o0

Infatti sia T', = dB,(z) una qualsiasi circonferenza di centro x e raggio r €
(R1, R3) che parametrizziamo in coordinate polari con z(p,d) = r(cos@,sin6).
Per invarianza omotopica del grado abbiamo che

%l 1o > |dl (1.73)

d = deg (u; 0Bg,(z)) = deg (u;T';)  per ogni r € (R, Ra).

Si ha che

2 2m
27rd:/ uquz/ uqudQS/ |u x ur| db. (1.74)
r, 0 0

4si veda il Teorema 1 su [Sa]
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Osserviamo che la derivata tangenziale di u lungo T',. coincide con g—}j. Inoltre,

poiché u assume valori in S! e poiché u, é la derivata tangenziale rispetto a I',.,
i vettori v ed u, sono ortogonali lungo I',.. Dunque

ou
u X ur = |us| = | =

06
che insieme alla (1.74) da la (1.73). Usando la (1.73) nella (1.72) otteniamo

(1.73) Rz q R
/ Vul> > 27Td2/ = dp = 2nd®log == .
A Ry p Rl

su I',

Passo 2. Supponiamo ora che u € H'(A;SY). Per il Teorema 1.47 esiste
una successione {u,} C C*°(4;S?) tale che u, — u in norma H'. Per il passo
precedente si ha

/ Vu,|* > 27d, log L] per ogni n € N. (1.75)
A Ry
dove d,, = deg (u,; OBr,(z)). Ma poiché u,, — u in H' segue che

/\Vun|2 —>/ IVul? (1.76)
A A

e anche che u,, — u in H'/?(0Bg,(x); S*), quindi per il Teorema 1.34 di stabilita
del grado si ha

dy —d. (1.77)
Le (1.76) e (1.77) ci permettono di passare al limite in (1.75) e ottenere la
tesi. O

Osservazione 1.55. La (1.70) fornisce una dimostrazione alternativa del fatto
che se

1/0y. ol
H, (87 #0
allora necessariamente
deg (u;00Q) =0.

Supponiamo infatti che u € H}(Q;S"). Sia Br(x) C Q e consideriamo I’anello
A = Bgr(z) ~ Be(z) con 0 < ¢ < R, in modo che A C Q (si veda la Figura 1.5).
Per la (1.70) abbiamo

(1.70) R
/|Vu|22/ Vu)® > 27rdeg(u;aBR(x))zlog;.
) A

Essendo ) semplicemente connesso segue che 992 e dBr(x) sono omotopi, dun-
que per invarianza omotopica del grado si ha

deg (g; 0€2) = deg (u; 09) = deg (u; IBRr(z))
da cui

/ |Vul®> > 27 deg (g; 9Q)° log g (1.78)
Q

Se per assurdo si avesse deg (g; 00) # 0, essendo la (1.78) vera per ogni € €
(0, R), si avrebbe fQ|Vu|2 = +oo contro lipotesi u € H(Q;S'). Dunque
deg (g; 002) = 0. [ |
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Figura 1.5: Anello A

L’osservazione suggerisce di rimuovere alcuni dischi da €2 nel caso in cui
deg (g; 09) # 0. Fissiamo allora i punti z1,...,zy € Q e un raggio ¢ > 0 tali
che

1. |z; —zj| >eperognil <i#j<N
2. dist(z;,002) > e perognii=1,...,N

In questo modo, posto B; = B.(z;) e Q. = O~ UY, B, si ha che €. ¢ ancora
un aperto connesso e che 7;(Q.) = ZV (si veda la Figura 1.6).

Teorema 1.56. Per ogni g € HY/?(99Q;S') si ha H)(Qe; ') # 0. In parti-

colare, assegnati i gradi dy,...,dy € 7Z tali che soddisfino alla condizione di
compatibilita
N
Zdi = deg (g; 09Q) (1.79)
i=1

esiste almeno una funzione u € H)(Q; S') tale che

deg (u;0B;) =d; perogni i=1,...,N.

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione é la stessa del Teorema 1.28. Defi-
niamo infatti la funzione

e notiamo che h € H*(Q; S1) e che

N

deg (h;0Q) = "d;.

i=1
Quindi
_ (1.79)
deg (g h; OQ) =deg (g;00) — deg (h;002) =70
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Figura 1.6: Dominio €2

e per il Teorema 1.49 esiste una ¢ € H'/2(9Q;R) tale che

gh=¢€% qo.su 0Q. (1.80)

Sia » € HY(Q;R) una estensione di ¢ e poniamo u = he'?. In questo modo
u € HY(Q.;SY) e per la (1.80) si ha u = g su 9. Si osservi infine che

deg (u; OB;) = deg (h; 0B;) + deg (¢#;0B;) = d;

perché deg (ei*o; 8Bi) = 0 essendo e € H'(2;S1) con Q semplicemente con-
nesso (si veda I’Osservazione 1.55). O

Se u € H*(; S1) possiamo definire il grado di u rispetto a 9. come

N
deg (u;09,) = deg (u; 0) — Zdeg (u;0B;) .

i=1
La condizione sui gradi (1.79) ¢ necessaria affinché u € H*(Q; S*):
Proposizione 1.57. Se u € H'(Q.;S') allora deg (u; 09Q.) = 0.

Dimostrazione. Se u ¢ regolare la tesi segue dalla Proposizione 1.30. Se invece
u € H'(Q;S?) per il Teorema 1.47 esiste una successione {u,} in C*°(Q; S*)
tale che u,, — v in H'. Essendo le u,, regolari si ha

deg (un;00Q) =0 per ogni n € N. (1.81)

Visto che u,, — u in H' allora u, — u in H'/2(9Q;S') e per la stabilita del
grado segue deg (u,,; 9Q) — deg (u; 0NQ), che insieme alla (1.81) ci da la tesi. O

Concludiamo il paragrafo con un risultato di densita nello spazio H, ; (Q;91).

Teorema 1.58. Sia g € C> (9 S"). Fissiamo una u € H)(Q;S") e indi-
chiamo d; = deg (u; 0B;). Allora esiste una successione {un} in C3°(e;S")
tale che

1. wp — u in HY(Qe; SY);
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2. deg (un;0B;) =d; perognii=1,...,N,neN .

Dimostrazione. Passo 1. Supponiamo prima che g = 1 e che d; = 0 per ogni
i=1,...,N. Allora ulyp € H'/?(0By; S') con grado zero rispetto a 0B;.

Dal Teorema 1.52 esiste quindi una estensione di u in H}%B (B;; SY). In questo

modo abbiamo esteso u ad una funzione @ € Hi (£2; S1). Dal Teorema 1.42 esiste
un suo lifting ¢ € H'(;R). Poiché ¢|,q, ¢ lifting di 1, possiamo supporre che
©logq = 0, cioé ¢ € H} (4 R). Ricordiamo che C2°(€;R) & denso in Hg(Q;R)
in norma H'! (si veda [B1]). Dunque esiste una successione {¢,} in C°(Q;R)
tale che ¢, — ¢ in H'. Posto u, = ', questa successione soddisfa alla tesi.
Infatti ¢, = 0 su 9Q, dunque u, = 1 su 9Q. Inoltre deg (u,;IB;) = 0 perché
U, € C*(; S1) con Q semplicemente connesso. Infine, procedendo come nella
dimostrazione alternativa del Teorema 1.47 si prova che u,, — u in H".

Passo 2. Per il Teorema 1.29 esiste w € C3°(Q.; S) tale che deg (w;dB;) =
d; per ogni i = 1,...,N. Consideriamo la funzione z := uw in modo che
z € H{(Q:;81) con deg(z;0B;) = 0. Dal Passo precedente esiste quindi una
successione z, € C°(€.; S!) tale che deg (2,,;9B;) = 0 e che z,, — 2z in norma
H'. La successione u,, := z, w ¢ tale che u,, € C’;"(QE;Sl), U, — uin H' e
infine deg (u,;0B;) = d;. O

1.10 Lifting in H'(Q;S?)

Sia Q C R? un aperto limitato, semplicemente connesso con frontiera regolare e
Q). come nel precedente paragrafo.

Nel Paragrafo 1.7 abbiamo caratterizzato mediante il concetto di lifting le
funzioni di H'(Q;S!): il Teorema 1.42 ci dice che vale 'uguaglianza tra insiemi

HY ;8" ={e¥: pe H'(4R)} .

Siamo ora interessati al problema del lifting di funzioni in H*(£;S'). Consi-
deriamo I’esempio modello:

Esempio 1.59. Sia Q = B;(0) ed Q. = B1(0) \ B-(0) in modo che la funzione
u(x) = —
||

sia in H'(Q.; S1). Un lifting di u & dato dalla funzione §(x) = k Arg(x), che ha
un salto di 2km sulla semiretta uscente dall’origine

R:{(ZL'1,0): T ZO}

Se indichiamo con L = Q. N R taglio in . (si veda la Figura 1.7), il lifting
¢ 0 € C°(Q. ~ L;R) e dunque in particolare € H(Q. ~ L;R). Si noti che
il lifting @ non puo essere in H'(.;S') perché ha un salto nell’attraversare il
segmento L C .. Ricordiamo infatti che le funzioni H' sono assolutamente
continue sui segmenti (si veda per esempio il Capitolo 4.9 di [EG]). |

La situazione che si presenta nell’esempio é del tutto generale: i lifting di
funzioni H'(Q.;S!) presentano dei salti su tagli del dominio €2..
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Figura 1.7: Q. = B1(0) \ B:(0)

Fissiamo le notazioni: il lifting della funzione

xr — Ty

|z — @]

lo indichiamo con 0,,(x) = Arg(z — x;) in modo che abbia un salto di 27 sulla
semiretta
R,, ={2€C: Rez>Rex;,Imz=Imuz;} .

Introduciamo i tagli L,, = Q2. N R, e il dominio privato dei tagli
Q=9 ~UN,L,,
(si veda la Figura 1.8).

Teorema 1.60. Sia u € H'(Q.; S'). Allora esiste p € H*(Qe;R) tale che

u = ety

g.o. su ) (1.82)
con

N
U =>"d;b,,
i=1

dove d; = deg (u;0B;). In particolare u ammette lifting in H*(Qr;R) che ha
salto costante pari a 2wd; su g.o. linea che attraversa il segmento Ly, .

Se 1 € g sono due funzioni continue su . che soddisfano la (1.82) allora
differiscono (q.o. in Q) per un multiplo intero di 2.

Dimostrazione. Sia

in modo che h = ei‘_I'. Osserviamo che deg (h; dB;) = d; per cui se introduciamo
la funzione w := wh si ha

deg (w; 0B;) = deg (u; 0B;) — deg (h;0B;) =d; —d; =0.
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Figura 1.8: Qf,

Dal Teorema 1.49 segue che
H,,(Bi;S') #0

e quindi possiamo estendere w ad una funzione w € H'(Q; S'). Per tale esten-
sione, dal Teorema 1.42, esiste ¢ € H'(Q;R) tale che w = €'¥ q.o. in Q per
cui

uh=¢% qo.su Q..

Moltiplicando quest’ultima per h otteniamo la (1.37). Dal momento che ¥ ¢
C>(Qr;R) segue che il lifting p + ¥ ¢ in H'(Qp;R).

La seconda parte della dimostrazione procede come nel Teorema 1.42 essendo
(). connesso. O

39



Capitolo 2

Metodi del calcolo delle
variazioni

2.1 Metodo diretto

Ricordiamo il metodo diretto del calcolo delle variazioni (o teorema di Weier-
strass).

Teorema 2.1. Sia X uno spazio di Banach separabile e riflessivo ed S C X
un suo sottoinsieme chiuso e convesso. Supponiamo di avere un funzionale
F: X — R che sia

1. (sequenzialmente) debolmente semicontinuo inferiormente, i.e. se u, — u
rispetto alla topologia debole di X allora

F(u) < liminf F(u,);

n—-+oo

2. coercivo su S, cioé tale che

1m
HUHX_H"OO
uesS

Allora esiste ug € S tale che

F(up) = min F(u).
(uo) = min F'(u)

Se inoltre F' ¢é strettamente convesso su S, il minimo & unico.

Dimostrazione. Se F' = +00 non c’é niente da dimostrare. Supponiamo allora
che F' # +o00. Poniamo
m = inf F(u).
u€S
Poiché F # 400 segue che m < +oco. Sia allora {u,} C S una successione

minimizzante, cioé tale che
F(u,) = m. (2.1)

Visto che F' ¢ coercivo ed m < 400 segue che {u,} ¢ limitata in norma X.
Infatti, se non lo fosse esisterebbe una sottosuccessione uy,, tale che [ju,, || —
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+o00, per cui F(uy,) = +00, ma dalla (2.1) si avrebbe m = +o0o che ¢ assurdo.
Quindi, essendo X uno spazio di Banach riflessivo e separabile, dal teorema di
Alaoglu sequenziale (si veda lappendice A.2) segue che esiste una estratta uy,,
ed una up € X tale che u,, — uo. Per debole semicontinuita inferiore otteniamo
F(uo) <liminf F(uy,,) = lim F(u,) 2D
T k—+4oo k n—s+00 "
cioé ug realizza ’estremo inferiore m. Se proviamo che ug € S abbiamo conclu-
so. Tuttavia S ¢ (sequenzialmente) chiuso e convesso per ipotesi, dunque dal
Teorema A.6 segue che & debolmente anche (sequenzialmente) chiuso. Quindi
ug € S essendo {u,} C S. O

Diamo una applicazione elementare del metodo diretto, che ci sara utile
anche nel seguito.

Esempio 2.2 (Equazione di Laplace). Sia @ C R™ un aperto limitato con
frontiera regolare. Consideriamo lo spazio X = H'(Q) con la usuale topologia
debole. Assegnamo un dato al bordo g € H'/2(9Q) e consideriamo

Hgl(Q) = {ue H"(Q): T(u) =g sud}.

Sappiamo che H!(Q) ¢ uno spazio di Banach riflessivo e separabile. Inoltre
H}(Q) ¢ convesso e chiuso perché I'operatore traccia T: H'(Q) — L*(99Q) ¢
lineare e continuo.

Sia F': H'(Q) — R il funzionale energia

Flu) = / Vul|®
Q
e consideriamo il problema di minimo
m = min {/ IVul® : ue H;(Q)} : (2.2)
Q

Notiamo che 0 < m < +oco. Si ha che F' ¢ debolmente semicontinuo inferior-
mente su H!(Q). Supponiamo infatti che u,, — u. Si ha

og/ |V(un_u)\2:/ |Vun|2—|—/ |Vu|2—2/Vun.Vu
Q Q Q Q

2/vun-v%/ |vu|2g/|vun\2. (2.3)
Q Q Q

Visto che Vu,, = Vu, si ha che

/Vun~Vu—>/ |Vul?
Q Q

quindi passando al limite inferiore in (2.3) si ottiene la debole semicontinuita
inferiore di F'.
Consideriamo ora una successione minimizzante {u,} in H}(Q2) tale che

da cui

F(up) = m sen—oo.
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Essendo m finito, si ha che

sup [[Vun | g2y < 4o0. (2.4)

Sia v € H,(§2) una arbitraria funzione (fissata). In tal modo la differenza
u, —v € Hy(Q) perogni n€N.
Su H}(Q) vale la disuguaglianza di Poincaré (si veda I’Appendice A.4) da cui
lunllz2q) < llun =0l 20y + [Vl 2) < CIVUn = Vwll 2oy + [Vl 12(q)

che per la (2.4) ci da
sup [|un|[ 12q) < +00. (2.5)

La (2.4) e la (2.5) implicano che {u,} ¢ uniformemente limitata in H' (),
quindi esiste una estratta u,, — u. Notiamo che u € H} () essendo H}(Q)
debolmente chiuso. Per la debole semicontinuita inferiore di F si conclude che

F(u) <liminf F(up,) =m
k—o0

ovvero u realizza il minimo in (2.2). [ |

2.2 TI'-convergenza

In questa Tesi, come anche in molte altre applicazioni, é data una famiglia di
problemi di minimo dipendente da un parametro € > 0

min {F.(u): v e X}
dove X & uno spazio topologico. Siamo interessati a trovare un problema limite
min {F(u): u € X}

in modo che i possibili punti di minimo u. di F. siano correlati ai punti di
minimo del funzionale limite F. Si vuole quindi definire una convergenza che
sia stabile dal punto di vista variazionale, nel senso che se u. sono punti di
minimo di F, tali che u. — wu allora si vuole avere che

1. w é punto di minimo di F ;
2. F.(ue) = F(u) .

La definizione adatta é quella di I'-convergenza introdotta da E. De Giorgi nel
1979 in [DF].

Procediamo alla definizione formale. Sia X uno spazio topologico e indi-
chiamo con R = R U {#oc}. Sia data una famiglia F.: X — R di funzionali
dipendenti dal parametro reale ¢ > 0.

Definizione 2.3. Sia F': X — R un funzionale. Si dice che F ¢ il I-limite per
¢ — 0 della famiglia F. nel punto @ € X se per ogni €, \, 0 valgono:
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1. (Disuguaglianza di T' — liminf) per ogni successione {u,} C X tale che
Uy — U si ha
F(z) < liminf F., (u,) (2.6)

n—-+00

2. (Disuguaglianza di T' — limsup) esiste una successione ottimale (detta
recovery sequence) {u,} C X tale che u, — @ e

F(a) > limsup F¢, (uy). (2.7)

n— oo

Diciamo che
FELF mACX

se F' ¢ il I'-limite di F. in ogni punto @ € A.

Osserviamo che se vale la disuguaglianza di I' — lim inf per ogni successione
allora la disuguaglianza di I' — lim sup equivale alla condizione:

3. (Disuguaglianza di T" — lim sup) esiste una recovery sequence {u,} C X
tale che u,, > u e
F(a)= lm F. (u,).

n—-+o0o

Veniamo al Teorema per il quale abbiamo introdotto la I'-convergenza.

Teorema 2.4 (I-convergenza). Sia F': X — R un funzionale tale che F. LF
in tutto X. Siano e, \(0 e {u,} C X una successione tale che u, & punto di
minimo di F;, per ogni n € N, ovvero F,_ (u,) = m. con

me =inf {F.(u): ue X}.
Se u, — u in X allora

1. (convergenza dei punti di minimo) @ é punto di minimo di F' su X, ovvero
F(a) =m con
m=1inf {F(u): ue X},

2. (convergenza dei minimi) F. (u,) — F(4) ovvero mg, — m.

Dimostrazione. Mostriamo che % € un punto di minimo di F'. Poiché u, — u,
per la disuguaglianza di I' — lim inf si ha

(2.6)
F(a) < liminf F. (u,) <limsup F;, (up). (2.8)
Sia v € X arbitrario. Dobbiamo vedere che F(u) < F(v). Sia v, — v una

recovery sequence per v. Essendo u, punto di minimo di F; si ha F. (u,) <
F., (vn) e quindi

limsup F, (uy) < limsup F, (v,)

e concatenando con la (2.8) otteniamo F(u) < F(v).
Facendo lo stesso ragionamento con v = @ si ottiene

F(u) <liminf F.  (u,) < limsup F. (u,) < F(a)

cioé F;, (un) — F(u). O
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Esempio 2.5. Sia X = R e definiamo la successione (di funzionali) F,,: R — R
tale che Fy,(z) = 2 + sin(nx). Una stima banale ci fornisce

F,(x) > 2% — 1, per ogni z € R.

Possiamo quindi ipotizzare che F(x) = 22 — 1 sia il I-limite di F,,. In effetti

abbiamo che F, L F. Mostriamo che valgono le stime di I'—lim inf e I'—lim sup:

1. (Disuguaglianza di T' — liminf) Se x, — x si ha F(x,) < F,(z,), ed
essendo F continua, passando al liminf segue la (2.6).

2. (Disuguaglianza di I' — limsup) Sia z € R fissato. Dobbiamo costruire
una recovery sequence per x, ovvero una successione che abbia energia
ottimale. Sia z, il punto di minimo locale di F,, piu vicino ad z. In
tal modo abbiamo costruito una successione z,, — x. Si ha che z,, &
una recovery sequence. Infatti, essendo z, punto di minimo di F),, ad
ogni n fissato si ha che F) (z,) = 0 e F)(x,) > 0. La prima ci dice che
cos(nz,) — 0. Ma allora la successione sin(nz,) converge ad 1 oppure a
—1. Ma F}/(x,,) > 0 implica che lim,, sin(nz,,) < 0, per cui sin(nz,,) — —1
da cui si conclude che F,(x,) — F(x).

Osserviamo che se x = 0, la successione di punti di minimo costruita per provare
la disuguaglianza di I' — limsup ¢é tale che

1. (convergenza dei punti di minimo) x,, ¢ punto di minimo di F,, z =0 &
punto di minimo di F e si ha x,, — 0.

2. (convergenza dei minimi) anche i minimi convergono poiché F,(x,) —
F(0) =-1.

cioé abbiamo la tesi del Teorema 2.4. |

Introduciamo ora una condizione di compattezza sui funzionali F. che ci
garantisca che una successione di minimizzanti {u.} abbia almeno un punto di
accumulazione.

Ricordiamo che il funzionale F': X — R si dice sequenzialmente coercivo
se per ogni livello di energia C' € R il sottolivello {u € X : F(u) < C} &
sequenzialmente precompatto in X.

Definizione 2.6 (Equicoercivita sequenziale). La famiglia {F.} si dice sequen-
zialmente equicoerciva se per ogni €, \, 0 e ogni livello di energia C' € R
I'insieme

U {ueX: F, (u)<C}

neN

& sequenzialmente precompatto. Equivalentemente se la condizione
F. (u,) <C perognineN
implica che esiste © € X e una sottosuccessione u,, tale che u,, — u in X.

Teorema 2.7. Sia F: X — R un funzionale non degenere (F # +o0) tale che

F, L Foin tutto X. Siano en v 0 € {u,} C X una successione di punti di
minimo di F,,, ovvero tale che F. (u,) = m., per ognin € N. Allora esiste
una estratta u,, tale che
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1. up, — 4 con U punto di minimo di F' su X;
2. k., (un,) = F(u).

Dimostrazione. Poiché F' & non degenere, esiste un @ € X tale che F(4) #

+00. Dal momento che F;, L F esiste una recovery sequence i, — U tale che
F., (ty) = F(u) :== C. Dunque vale definitivamente la stima F; (d,) <1+ C.
Sia u,, una successione di punti di minimo di F;,. Essendo punti di minimo si ha
F., (up) < F. (G,) <1+ C definitivamente. Per la sequenziale equicoercivita
degli F; esiste allora una sottosuccessione u,, e un punto # € X tale che u,, —
u. Essendo u,, punti di minimo di F;, tali che u,, — u, dal Teorema 2.4
segue che 4 & punto di minimo di F' e che F, (un,) — F(1). O

Il Teorema appena dimostrato ci dice che se i funzionali F; sono equicoercivi
e I'-convergono ad F' su tutto X allora esistono punti di accumulazione dei punti
di minimo di F;, cio¢ si ha M # @) dove

M := {punti limite di successioni {uc} con F.(us) =m.}.

Inoltre
M C { punti di minimo di F in X} (2.9)

Me — M.

Nelle applicazioni siamo interessati al comportamento asintotico dei punti di
minimo della famiglia F., ovvero vogliamo caratterizzare 'insieme M. In ge-
nerale puo accadere che 'insieme dei punti di minimo di F' sia troppo grande,
o che addirittura coincida con Iintero spazio X. In tal caso la (2.9) non ci da
alcuna informazione. Vediamo un banale esempio:

Esempio 2.8. Sia X = [-1,1] ed F.: X — R tali che F.(z) = e|z|. L’unico
punto di minimo di F. ¢ z = 0, dunque abbiamo che M = {0}.

Gli F. sono equicoercivi, visto che X ¢ compatto. Inoltre F. L r=o0
su tutto [—1,1]. Infatti la disuguaglianza di T-liminf ¢ immediata, visto che
F. > 0, mentre se x € [0,1] fissato, la successione costante x. = x & una
recovery sequence.

Dal Teorema 2.7 segue quindi che

M C { punti di minimo di F su [-1,1]} = [-1,1]
ovvero 'informazione banale.

Per questo motivo G. Anzellotti ed S. Baldo hanno introdotto nell’articolo
[AB] una nozione di sviluppo per I'-convergenza, che permette, in alcuni casi,
di caratterizzare completamente I'insieme M.
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Capitolo 3

Funzioni armoniche a valori in

Sl

3.1 Problema con dato al bordo

Nel seguito  C R? sara un aperto limitato, semplicemente connesso e con
frontiera regolare. Assegnamo un dato al bordo g: 9Q — St che sia C>°(9Q; S*)
nel senso detto in Appendice A.1.2 e poniamo d = deg (g; 92). Consideriamo il
problema di minimo

min{;/ Vul? : ueH;(Q;Sl)}. (3.1)
Q

Una funzione ug minimo di (3.1) si dice funzione armonica a valori in S*. 11
Teorema 1.52 ci dice che

1/0. ol oo _
H,(;5)#0 seesolose d=0.

Dunque nel caso d # 0 il problema é mal posto: sara necessario introdurre un
problema regolarizzato. Prima di procedere é opportuno studiare il caso d = 0
per avere qualche idea per procedere nell’altro caso.

3.2 Ilcasod =0

Se d = 0 allora H,(€; S*) # () e il problema (3.1) & ben posto, nel senso che esiste
sempre ’estremo inferiore. Vogliamo provare che effettivamente ¢ un minimo.
Se u € Hj(Q;S"), dal Teorema 1.42 esiste un lifting ¢ € H'(Q;R) tale che

u=¢e¢¥ qo.in

/ Vul? = / Vel
JQ Q

che suggerisce di studiare il problema per il lifting invece di (3.1). Vediamo
quale problema risolve il lifting di u, assumendo che u raggiunga il minimo in
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(3.1). Poiché e = g su 02 segue che ¢|,q ¢ un lifting di g, dunque il lifting di
u risolve

1 )
min{Q/ V0> : 0 € H' ((;R), e = g su 8(2}.
Q
Questa osservazione ci permette di provare:

Teorema 3.1. Esiste un’unica soluzione ug di (3.1). Inoltre ug € C>(2; S1) e
St scrive ‘ B

ug = €'¥°  in  Q
con @o: Q — R armonica su .

Dimostrazione. Passo 1. Dal Teorema 1.22 esiste 8, € C°°(9£2; S') lifting di g.
Sia g la soluzione di

Ap=0 inQ
p=0, suodf

ovvero g risolve il problema di minimo

min / v <P| (3.2)

LpEHl Q;R) 2

Passo 2. ug = €'?0 & C>(2; S') ed ¢ tale che ug|,o = g. Inoltre

1 1
3 | IVl =5 [ Vel < Cloy 0

per stime ellittiche e dunque ug € Hj(Q;S").
Passo 3. g & soluzione di (3.1). Sia infatti v € Hj(;S") e ¥ e H'(Q;R) un
suo lifting. In particolare ¥ sara un lifting di g su 8(2 e quindi

V=0,+2kr su 0N
per qualche k € Z, come conseguenza del Teorema 1.22. Dunque
U — 2k € H; (O R)

e poiché la g risolve (3.2) segue

3 [Vl =5 [Iv@=2knr =5 [ Vel =5 [ [Fup
2 Jo Q

e quindi ug é minimo.
Passo 4. Esaminiamo 'unicita. Si osservi che lo spazio H, gl(Q; S1) non ¢ conves-
so, per cui non possiamo concludere 'unicita del minimo sfruttando la stretta
convessita del funzionale energia. Tuttavia possiamo sfruttare che il problema
(3.2) ammette unica soluzione. Supponiamo che v € HJ (2% S') sia un’altra
soluzione di (3.1), i.e.

1 2 1 2 1 2
3 [ 19 =5 [ 190 =5 [ 1Vl

A meno di traslazioni, possiamo scegliere un lifting ¥ di v tale che ¥ € H 910 (€; 81).

Quindi
1/|W|2 1/|v 2
s =3 ®o
2 Jq 2 Ja

e dunque ¥ = ¢y e v = uy. O
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Si prova facilmente (si veda [BBH2|) che le equazioni di Eulero-Lagrange del
problema (3.1) sono

—Au=u|Vu]®> inQ,
lu| =1 in Q, (3.3)
u=g su 09 .

3.3 Ilcasod #0

Passiamo adesso a studiare il caso d # 0, in cui Hgl(Q; S1) = 0 e il problema
di minimo (3.1) ¢ mal posto. Abbiamo visto sull’esempio di g = = che questo
accade perché un suo qualunque prolungamento a valori in S! tende a sviluppare
singolaritd dell’energia non integrabili. L’ostruzione topologica & data dalla
semplice connessione di 2. Un possibile metodo di regolarizzazione del problema
¢ quello di rimuovere dei dischi da Q in modo da ottenere un dominio non

semplicemente connesso. Tale approccio prende il nome di core radius approach
(CRA).
Siano allora N € N e zq,...,zx € Q fissati. Scegliamo € > 0 che verifichi

1. |z — x| >4e perognil <i#j <N
2. dist(x;,09) > 2e perognii=1,...,N
in modo tale che, posto B; = B.(z;) e Q. = Q ~ UY_; B, si abbiano
1. Q. aperto connesso;
2. () = ZN, ovvero €. ha esattamente N buchi.

Idealmente, vorremmo sostituire a (3.1) il problema di minimo
1
min{2/ Vul® : ue H;(QE;R)} (3.4)
Qe

che ora é ben posto, visto che H; (Qc; S') # 0 per ogni dato al bordo g (Teorema
1.56). Il problema con la (3.4) & che mancano le condizioni al contorno sulle 9B;.
A tal fine fissiamo dy,...,dy € Z tali che valga la condizione di compatibilita

N
> di=d (3.5)

e definiamo la classe di funzioni ammissibili
ug = {u € H;(QE;Sl) : deg (u;0B;) = d; per ogni i = 1,...,N}.

Notiamo che U9 # 0 per la condizione di compatibilita sui gradi (sempre
Teorema 1.56) ed & quindi ben posto il problema di minimo

1 2
E = inf - Vul”. 3.6
ulenlxié’Q/QE ! (30

Notiamo che la funzione u — deg (u; 9B;) non & continua per la topologia debole
di H'Y/2(0B;): un controesempio ¢ dato dalla successione u,,: S* — S*

i se 0 € [0,2m — 1]
un(0) = {ez‘(l%n)(G?’T) se f € [27T - %a Qﬂ
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dove @ & la variabile angolare su S'. Infatti abbiamo che deg (un; S 1) =0 ma
u, — e in H/2(S'; 58") e deg (ew;Sl) =1.

Quindi il vincolo deg (u; dB;) = d; non & debolmente chiuso (per la topologia
debole di H'/?) da cui segue che l'insieme U9 non & debolmente chiuso (si noti
che U¢ ¢ chiuso ma non convesso, perché la condizione di avere valori in S* non
¢ convessa, dunque non si contraddice il Teorema A.6). Dunque non possiamo
usare il metodo diretto del calcolo delle variazioni (cfr. Teorema 2.1) per provare
che il minimo in (3.6) ¢ raggiunto.

Nel Capitolo 1 di [BBH1] viene provato che il valore di F in (3.6) ¢ in
relazione con la soluzione (classica) ¢. del problema

Ap=0 in Q.
%:gxgr su 02
ov (3.7)
¢ = C; = cost. sudB;peri=1,...,N '
/ %z%'di peri=1,...,N
aBial/

dove v normale esterna di 2 e di B;. Le costanti C; non sono date ma sono
un’incognita del problema: si richiede che ¢ sia costante sul bordo delle B;. Vale
il seguente Teorema:

Teorema 3.2. Il problema (3.7) ammette un’unica soluzione ¢. € C*(Qe;R)
tale che

¢ =0.
o2

Tutte le altre soluzioni di (3.7) sono della forma ¢. + ¢ con ¢ € R. Inoltre ¢,
minimizza il funzionale

N
1 9 dg
Fqbzf/ Vo|" +2m d; ¢ A—/ (;S(gx)
sull’insieme

V= {¢ € H' (Q;R) : Plop, = Ci = costante,i = 1,...,N} )

Per il momento tralasciamo la dimostrazione di questo Teorema, che verra
ripresa nel Paragrafo 3.5. Il valore di F & legato a ¢. nel seguente modo:

Teorema 3.3. Il problema di minimo (3.6) ammette un’unica soluzione u..
Inoltre u. € C>®(Q;S1) e

1 1
5/ |Vue|? = 5/ V.| (3.8)
Q. Q.

con ¢ soluzione classica di (3.7).

Vediamo come dimostrare il Teorema. Vogliamo prima capire da dove viene
il problema (3.7). Come nella dimostrazione del Teorema 3.1 Iidea ¢ quella di
considerare un lifting di u € U e vedere che problema risolve. In questo caso
pero, essendo il grado al bordo diverso da zero, il lifting non é una funzione
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Figura 3.1: Qf

H'(Q;R) ma presenta dei salti costanti su dei tagli del dominio .. Infatti,
con le notazioni del Paragrafo 1.10, per il Teorema 1.60 esiste 6 in H*(2r;R)
che ha salto costante pari a 27d; sul taglio L, (si veda la Figura 3.1) ed ¢ tale
che

u=¢eY qo. in Q.. (3.9

Ricordiamo che la (3.9) implica che

Vul® = V0>  qo.in Q.

/ |Vu|2:/ A\
Q. Q.

Quindji, se u. ¢ soluzione del problema di minimo (3.6) ne segue che il suo lifting
0. risolve il problema di minimo

per cui si ha

. 1 2 0 .
- o : ¢ — O, 0, =2rd;,i=1,... . Nt (31
equl(lfrzlL;R){Q/Qe IVOI™ = " =g 50 00, Plr., =2nds, ¢ } (3.10)

dove con [f]r, indichiamo il salto di § su L,,. La condizione [0, = 2md; puo
essere tradotta in una pitt maneggevole condizione integrale. Se infatti I' ¢ una

qualsiasi curva diffeomorfa ad S che gira intorno ad z; ed é contenuta in Q.,
dal teorema fondamentale del calcolo integrale abbiamo

00
- E = [G]th = 27Tdi.

com 7 versore tangente a I'. Dunque se consideriamo I' = 90B; otteniamo la
condizione equivalente

0], =2md; se e solose — =2md; .
o 8B; 87'
Introduciamo lo spazio
; 00
Tq:{GEHl(QE;R):ew:gsu(’?Q, :27Tdi,i:1,...,N}
) 9B, or



e quello delle funzioni test
To={p € H' (QR): ¢ =0su0Q} .
Supponiamo ora che 6. sia soluzione regolare di (3.10). Fissata ¢ € Ty conside-
riamo la funzione di variabile reale
1 2
e(t) == VO, +tVp|” .
2 Ja.

Dal momento che 0. + ty € T, per ogni ¢t € R segue che e ha un minimo in
t = 0. Quindi €'(0) = 0 e otteniamo

/ V.- Vo =0 (3.11)
Qs

che vale per ogni ¢ € Ty. Se prendiamo ¢ € C°(2;R) in (3.11) e integriamo
per parti otteniamo
Af. =0 su Qp.

Analogamente, se ¢ € C(Qr;R) tale che ¢ = 0 su 92 e ¢ = 0 su B, per
j # i, integrando per parti si trova

00,

O 0 su aBl .

Dunque 6. risolve il problema lineare

AQS =0 in QL
el =g su 0N
9. =0 su dB;peri=1,...,N (3.12)
v
/ ae&zdei per i=1,...,N.
OB; 87

Questo problema non ¢ facile da trattare. Siricorre allora ad un trucco standard:
si introduce la coniugata armonica di 6..
Ricordiamo che se A C R? ¢ un aperto semplicemente connesso ed

u: A — R?
é una funzione armonica, la coniugata armonica di u € I'unica funzione armonica
) 2
w: A—R

tale che w4+ iw ¢ una funzione olomorfa su A, cioé tale che valgano le equazioni
di Cauchy-Riemann

Ou _ dw

81'1 o 8962 ’

ou ow (3.13)
3:1:2 - 6351 '

Come conseguenza del Lemma di Poincaré, la coniugata armonica di u esiste se
e soltanto se il dominio A é semplicemente connesso.
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Dal momento che le componenti connesse di €27, sono semplicemente con-
nesse, localmente esiste la coniugata armonica di 6., che indichiamo con ¢..
Vediamo che ¢, risolve il problema (3.7). Infatti, se deriviamo lungo 99 la
condizione

e =g su 99

si ottiene

5, =gxg, su 09

per cui 6. risolve

div Ve, =0 in Q.
605:gng su 0N
or
695:0 sudB;peri=1,...,N
v
0
/ 86:27Tdi peri=1,...,N.
OB; 67

Tenendo conto delle equazioni di Cauchy-Riemann otteniamo quindi che ¢,
risolve (3.7).

Prima di dimostrare il Teorema 3.3 formuliamo il Lemma di Poincaré per
1-forme a coefficienti regolari in termini di campi vettoriali, e vediamo una sua
generalizzazione.

Lemma 3.4. Siano Dy, Dy € CY(£;R) e consideriamo il campo vettoriale
D = (Dy,D5).
Sono equivalenti:

1. divD =0 ;

2. esiste un potenziale H € C*(Q;R) tale che

OH OH
b= <ax2‘ax) :

Lemma 3.5. Siano Dy, Dy € C1(;R) e consideriamo il campo vettoriale
D = (D1,D5).

Supponiamo che divD =0 e che

D-v=0 perognii=1,...,N. (3.14)
OB;

Allora esiste un potenziale H € C*(Q; R) tale che

OH OH
b= (aa) |
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Dimostrazione. Consideriamo il problema di Neumann

Awi:O in Bi,
aoJi:D~1/ su 0B;.
ov

Una soluzione di tale problema esiste perché vale la condizione di compatibilita
(3.14) (si veda I’Appendice A.5). Definiamo il campo vettoriale

™ -D i €
b in Q
Vw; su 0B;.
Notiamo che div.D = 0 su Q che & semplicemente connesso, quindi dal Lemma

precedente si ha la tesi. O

Dimostrazione del Teorema 3.3. Passo 1. Proviamo che

Vul? > Vo |? 3.15
/Qg|u|/ﬂg|¢ (3.15)

per ogni v € U9. Dal Teorema (1.58) sappiamo che le funzioni regolari sono
dense in UZ, quindi basta provare la (3.15) per funzioni regolari. Sia quindi
u € UI N C®(Qe; St e consideriamo il campo vettoriale

D:( ou 0o, " ou +8¢5) .

— X — —_—
u 6‘:@ + 89:1 Y 5‘x1 8x2

Poiché u assume valori in S1, dalla Proposizione 1.16 abbiamo J(u) = 0 in €.

Quindi
0 ou 0 ou

divD =-2J(u)+A¢p. =0 su € (3.16)

e allora

essendo ¢. armonica in €).. Inoltre

D-v=0. (3.17)
I9B;

Infatti, essendo il versore normale v = (72, —71) con 7 = (71, T2) versore tangen-
te, si ha
09

D -v=-ux .
v U uT—|—8V

Quindi (3.17) segue dal fatto che

/ u X u, = 2w deg (u; 0B;) = 2nd;
OB;

9¢e
= 27le .
ABi 31/
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Visto che valgono (3.16) e (3.17) siamo nelle ipotesi del Lemma 3.5: esiste una
funzione H € C'(Q;RR?) tale che

D= (6H —6H> su Q.

8:52 ’ 81'1
ovVVero
W du_ OH 0.
8.131 a 81‘1 63:2 ’ (3 18)
W u_ OH 0. |
81'2 a 61‘2 8.1‘1 '
Da queste ultime e dal fatto che |u| = 1 segue che
2 2
[Vul|? = u><ﬁ +’u><6u
8.1‘1 833‘2 (3 19)
OH 0¢. OH 0¢ '
_ H 2 2 P e Y4 € )
‘v ‘ +|V¢E| + <8l‘1 afL‘g 8$2 8I1>
Inoltre dal Teorema della divergenza e dal fatto che 7 = (—w9,v1) si ha
OH 0¢. OH 0¢. / . Ooe 0.
— - — = div | H —H
Q. 81'1 81'2 81'2 a$1 O a 8.%2’ 8%1
LB - e
/aszs (5% Vl 0x; "2 o0. OT (320)
0b. < / 99.
AQ 87’ ; 8B; 87’
dove 'ultima uguaglianza é dovuta al fatto che
e
H = 21
|, 1% =0 (3.21)
e
H =0. 22
| %o (322)
La (3.21) vale perché ¢. ¢ costante su B; e quindi
86(;75—6 =0 su 0B;.
La (3.22) vale perché
[l [ O,
a0 or 90 or °
Infatti dalle (3.18)
H
%—T— u X Uy + ;E =0 su 00N
perché
09 =gxg, su OR
ov



e dal momento che u = g su 91 si ha anche
uXur=gxg, su Of.

Dalle (3.19) e (3.20) concludiamo la (3.15)

/ |Vu|2:/ |VH|2+/ |v¢5|22/ Vol .
QE Q;—; Qe QE

Passo 2. Esibiamo una funzione u € U¢ tale che

/|Vu|2:/ |Voe|? .
Q. Qe

Poiché le componenti connesse di 2;, sono semplicemente connesse, esiste la
coniugata armonica 6. di ¢.. Per quanto detto prima della dimostrazione, 6.
risolve le equazioni (3.12). Dunque u. := ¥ & una funzione in U9. Per le
equazioni di Cauchy-Riemann (3.13) abbiamo

.
/|vu5|2:/ |v96\2<:1‘”/ Vo.|?
Q. Q. Q.

da cui la tesi. O

3.4 Analisi asintotica

Siamo ora interessati al comportamento della soluzione u. per € N\ 0. In parti-
colare vorremmo ottenere una stima sull’energia della u.. Visto che dal Teorema

3.3 vale
/ V|2 = / V. [?
Qe Q.

¢ sufficiente studiare il comportamento di ¢. per € \, 0. Se vogliamo estendere
¢. ad una funzione regolare in tutto 2 dobbiamo estenderla all’interno delle
palline B;. In tal caso il Teorema della divergenza ci dice che

/A@:/ 0% _ o,
B; OB; v

Questo conto formale suggerisce che al limite la ¢. sia vicina alla soluzione del
problema di Neumann

N
Agy = 2n2di5m in D'(Q),

i=1 (3.23)
I 9y
—_— = = 0.
v 9% or st
Una soluzione di (3.23) & intesa come una funzione u regolare su Q~{z1,...,rx}

tale che soddisfi la prima equazione nel senso delle distribuzioni, cioé

N
/ PoAp = QWZdi@(xi) per ogni ¢ € C°(Q).
Q

i=1
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Ricordiamo che la ¢. € scelta in modo che

¢a =0
oQ
quindi coerentemente richiediamo che ¢q sia tale che

$o=0. (3.24)
oN

In effetti proveremo che:

Teorema 3.6. ¢. converge uniformemente a ¢g per € \, 0. Pit precisamente,
esiste una costante C > 0 tale che

||¢s - (ZSOHLW(QE) < Ce

per ogni € sufficientemente piccolo fissato.

Prima di procedere alla dimostrazione, mostriamo che il problema (3.23)
ammette soluzione:

Lemma 3.7. Esiste una soluzione ¢o di (3.23) che soddisfa la (3.24). Inoltre
oo & armonica in Qo = QN {z1,...,xn} e dunque & C(y).

Dimostrazione. Ricordiamo che la soluzione fondamentale dell’equazione di La-
place in R? & data da u(x) = log |x — ;| che é tale che Au = 27d,, nel senso di
D'(R?) ed é armonica in R? \ {z;}. Definiamo

N
n(z) = Zdi log |z — x|
i=1

in modo che Anp = 27 Zf\il d;0,, e che & armonica in R? \ {z1,...,2y5}. Cer-
chiamo ¢g soluzione di (3.23) della forma ¢g = Rg + 7. Affinché tale ¢ risolva
(3.23) la Ry deve essere tale che

ARy =0 in 0
Ry, dg 9 (3.25)
W =gX E — 5 su aQ,

che ¢ un usuale problema di Neumann. Dal Teorema A.16 in Appendice A.5
sappiamo che (3.25) ammette soluzione se e solo se ¢ soddisfatta la condizione
di compatibilita
OR
== / ARy . (3.26)
oq OV Q

Sostituendo otteniamo che la (3.26) equivale a

on / 9g
— = g x = =2mdeg(g;00) = 2nd 3.27
| =] axi (9:09) (3.27)

per definizione di grado.
Quindi provando la (3.27) concludiamo la dimostrazione e la funzione che
soddisfa contemporaneamente le (3.23) e (3.24) ¢ data da ¢ — \Tlm Joq do-
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Poiché la n armonica in Qg abbiamo che

an /
A0, v Q.

on / / on
0= — = .
/895 8V a0 aV Z OB; aV

Da quest’ultima segue che

90 81/ Z/BB Zd Z/ 8710g|‘r Z‘]‘ = QWZd (328)

perché vale la relazione nota con il nome di Lemma di Gauss (si veda per esempio
[Fo, Proposition 3.19, Chapter 3])

per cui

0
— log |x — ;| = 27é;; . 3.29
| sl = a1 = 2 (329)

Infatti, se i # j dal Teorema della divergenza abbiamo

/ log\x xj|—/ Alog |z —z;| =0

essendo log |z — z;| armonica in R? \ {z;} e quindi in B;; se invece i = j la

normale esterna a B; é v(z) = 7 quindi
7

/ bﬁx—%%i/ Viogle — 1] - v(x)
:/ x—xlg' T —x; o

Ricordando che vale l'ipotesi di compatibilita sui gradi

N
> di=d
=1

sostituendola in (3.28) otteniamo la conduzione di compatibilita (3.26).
Abbiamo quindi trovato la soluzione di (3.23) della forma ¢o = Ry + 7 con

Ry armonica in Q ed 7 armonica in R? \ {x1,...,zx} da cui segue che ¢ &

armonica in €. O

Osservazione 3.8. Come conseguenza della dimostrazione abbiamo che ¢g

gode della proprieta
/ 990 _ 9rd;. (3.30)
8B; 81/

Infatti poiché Ry armonica in 2 abbiamo

ORy
/837; ov /Bi fo =0 (3 ’ )
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mentre dalla (3.29) si ha
— =2nd; (3.32)

e quindi essendo ¢y = Ry + 1, dalle (3.31) e (3.32) segue la (3.30). |

Passiamo alla dimostrazione del Teorema 3.6. Denotiamo con v. = ¢ — ¢g
definita in €).. Essendo ¢. armonica in €2, e ¢y armonica in £y segue che v, &
armonica in Q.. Inoltre abbiamo 2% = 0 su 9Q e Jom. 9ve = 0 per la (3.30).

Dunque v, risolve il problema lineare

Av, =0 in Q.,

v,

ey =0 su 09, (3.33)
/ avE:O perogni i=1,...,N.
B; 8V

Per questo problema vale il seguente principio del massimo:

Lemma 3.9. Se v soddisfa le equazioni (3.33) allora vale il principio del mas-
$1mo

N
supv — infv < supv — infv ) . 3.34
AR = <8131? 0Bi > (339

La dimostrazione del Lemma é abbastanza lunga e tecnica, quindi la postici-
piamo nel Paragrafo 3.6 e passiamo direttamente alla dimostrazione del Teorema
3.6.

Dimostrazione del Teorema 3.6. Applichiamo il Lemma 3.9 alla v. = ¢. — ¢g:
N
S(lzlip Ve — 1515 ve < ; (Sallli’p Vg — (})I]lgf vg) . (3.35)
Essendo ¢. costante sul bordo delle B; segue che
Supve - infve = %1;13(*%) — Inf(—¢o) = Sup ¢o — inf do
e concatenando con la (3.35) otteniamo
N
Sup e — (l)%f v, < ; (zt;p b0 — (,ij%f; ¢0) : (3.36)
Ma ¢q é armonica in €y, quindi dal Teorema di Lagrange abbiamo che
[0(z) = do(y)| < sup|¢g| [z —y| < 2sup|dgle,  per ogni z,y € IB;
0B; 9B;
da cui
Db 0~ By oo = e
Utilizzando quest’ultima stima in (3.36) otteniamo che

supve — inf v, < Ce. (3.37)
dB; 0B,
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Per come abbiamo scelto ¢. e ¢g abbiamo che

quindi esiste un xy € 9N tale che v.(z9) = 0. Questo implica che

isnfvg <0

€

per cui

(3.37)
[vell oo (02.) = suPp |ve| < max {sup Ve, — infve} <supv. —infv. < Ce
N Q. Q. Q Q. Qe

€

che é la tesi. O

Possiamo infine dare lo sviluppo asintotico dell’energia di wu.:

Teorema 3.10 (Stima asintotica dell’energia). Sia ¢o la soluzione di (3.23) e
definiamo Ry: Q@ — R come

Ry(x) = ¢o(x Zd log |z — x4

in modo che sia armonica in Q. Se us & soluzione di (3.6) e ¢ & soluzione di

(3.7), si ha

1 2 1 9
2/95 Vue|™ = 5/ Vo =n <Zd ) lloge| + W(x,d) +o(e) (3.38)

i=1

dove x = (z1,...,zn), d = (dy,. .., dN) e W ¢ definita da

1 dg
W——?Tde log |z; — $]|—7TZdR0 (x:) + 2/8ng0 (gxaT). (3.39)

1#£]

Il termine
N
™ (Z d?) [log ¢|
i=1

si dice self energy, mentre W prende il nome di energia rinormalizzata: ¢ quel
che rimane dell’energia togliendo la parte che esplode, ovvero la self energy. Si
noti che W dipende solo dalla posizione dei punti x;, dai gradi d; e dal dato al
bordo g. Inoltre & una quantita finita per ¢ — 0.

Dimostrazione. Dal Teorema 3.3, integrando per parti e usando il Teorema della
divergenza si ha

;/Q Ve [ ;/Q |V¢s|2:%/ Ve Voe
_% / b Ad. + / 0 8¢8

:%/{m j’(ﬁe_lz/ 0¢>€

1 dg 1
== B = -z E clop, 2md;
2 /asz(b <g 8 57) 2 & delop, 2md
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ricordando che ¢, risolve (3.7). Dal momento che

||¢67¢0HL00(Q5) —0 per €—0

segue che
¢ — ¢o  uniformemente su OS2
e
¢5|BBi - ¢0|8B1; ’
per cui

1 1 g\ 1<
2 = - — _— - .
2/95 Vol =3 /dg bo (g 8 &) 2 Zi:l Golop, 27di +o(e).  (3.40)

Ora, ¢9 = Ro + Zf\;l d;log |x — x;| quindi
N
oo(x) = Ro(z;) + Z d;jlog |z —x;| +o(¢) uniformemente su JB;
j=1

e sostituendo in (3.40) si ha

1 1 dg o
= Ve = */ %o (9 X ) —m ) diRo(w;)
2 /Qs T2 a0 or ;
N (3.41)
—m Y did; (loglz — z;])] 5. + 0(c).
i,j=1
Osserviamo che per i # j
(log|x—xj|)|aBi = log |x; — x| + o(e) (3.42)
mentre per ¢ = j
(log|z — xi|)|pp, = loge (3.43)

essendo B; = B.(x;). Sostituendo le (3.42) e (3.43) in (3.41) segue la tesi. O

3.5 Esistenza e unicita per il problema ausiliario

Consideriamo di nuovo il problema lineare (3.7) che per comodita del lettore
ricordiamo

Ap=0 in Q.
0
¢:g><g.r su 0f)
v (3.44)
¢ = C; = cost. su OB;peri=1,....N '
/ %:QWdi per i=1,...,N.
aBiaV

Si ricordi inoltre che v & la normale esterna a 2 e a B;, che le costanti C; sono
parte del problema, che g x g, ¢ un dato al bordo regolare e che i gradi d; sono
assegnati in modo che valga la condizione di compatibilita

N
> di =d =deg(g;09) . (3.45)

i=1
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Teorema 3.11. I problema (3.44) ammette un’unica soluzione ¢. € C*>(§; R)
tale che

¢ =0.
o0

Tutte le altre soluzioni di (3.44) sono della forma ¢ + ¢ con ¢ € R. Inoltre ¢,
minimizza il funzionale

N
PO =g [ 1V +2x 3 dolon, — [ o (s 57)
sull’insieme
V= {¢ € H' (Q;R) : ¢lop, = Ci = costante,i = 1,...,N} )
Per dimostrare il Teorema procediamo al solito modo (si veda [B2]):

1. si definisce una formulazione debole per (3.44);

2. si prova che le soluzioni classiche sono soluzioni deboli e che le soluzioni
deboli regolari sono anche soluzioni classiche;

3. si prova che esistono soluzioni deboli;
4. si dimostra che le soluzioni deboli sono regolari.
Definiamo le soluzioni deboli di (3.44):

Definizione 3.12. Diciamo che ¢. € V' & soluzione debole di (3.44) se vale

al )
/QEngE-Vf—&—Qwi_ZldifaBi—/mf(gxai):O (3.46)

per ogni f € V.

Questa ¢ la giusta formulazione debole per le (3.44) perché vale la seguente
Proposizione.

Proposizione 3.13. Se ¢. ¢ soluzione classica di (3.44) allora & anche solu-
zione debole. Viceversa, se ¢. € V' ¢é soluzione debole ed é regolare, é anche
soluzione classica.

Dimostrazione. Supponiamo che ¢. sia soluzione classica di (3.44). Se f € V
abbiamo che A¢. f =0 q.o. in § e integrando

/ Ao f =0, (3.47)
Q
Integrando per parti la (3.47) e applicando il Teorema della divergenza si ha
0
/ Ve -Vf— ! e _, (3.48)
Qe o0, Ov
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Se indichiamo con v la normale esterna ad ) e alle B; si ha

O _ 09 < 0.
e e R G-
dg N
:/BQf<g><aT> _27T;dif|83i
Ode _

essendo 5= = g X g; su JQ ed essendo f|BB,; costante e faBi %‘fj = 2md,;.
Sostituendo nella (3.48) otteniamo la tesi.

Viceversa, supponiamo che ¢. € V N C?(€).) sia soluzione debole. Conside-
rando funzioni test f € C°(Q.) nella (3.46) otteniamo

/ Vo -Vf=0 perogni [feCT()
Qs
che integrata per parti fornisce
/ Ag: f=0 perogni feCT(Ck)
Qe

da cui A¢. = 0 puntualmente in .. Sia ora f € C>°(Q.) N V; integrando per
parti il primo addendo della (3.46) si ottiene

/stg-w:—/gmgﬂ mgf%‘%

B 0d: < 0¢-
7/8911 v ; Flo, /331- v

perché A¢. = 0. Sostituendo in (3.46) si ha

a¢s ag N a¢€ B
/(mf (8y gx(‘)r)ZﬂaBi </63L- o 27rdl->()

per ogni f € C>°(Q.) N V. Scegliendo tali f in modo che siano nulle su 9B; si
ottiene

/{mf(ay —gxaT)—O per ogni f € C*(99)

che forza

09 dg
ey _gXE su  0f.

Se invece tali f sono nulle su 92 e su ogni 0B, con j # 4o si ottiene

‘0

¢ :
f|aBi0 (/ ;;/ — 27rd¢0> =0 per ogni f|8Bi0 eR
dB;

da cui la tesi. O
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Definiamo adesso il funzionale F': V — R
N
1 2 dg
F(p:f/ Vo|"+ 27 d; ¢ _—/ ap(gx).

e mostriamo che le soluzioni deboli di (3.44) sono punti di minimo di F su V.
A tali fine osserviamo che F' = D + G con

1

D(p) :5/9 IVo|? e G:=F-D.

G ¢é un funzionale lineare e continuo su V per la topologia di H' perché
N dg
G =27 dl ) —/ X —
(¢) ;:1 ¢lop, o7 (g 87>

N
= — ¢log, — plgx =) = »O
; /837; € lop. 0 or 0.

dove O ¢ una funzione C'*°(912.) definita da

—g X @ su 02,
Q= d or
-= su 0B; .
€

Dalle disuguaglianze di Holder e di traccia segue

1 1
G(P)] < 1Ol 1022 (|2l 200,y < 1Olo [0Q]* Clloll g1 (q)

cioé G ¢é continuo. Notiamo anche che F' ¢ convesso, essendo D convesso e G
lineare.

Proposizione 3.14. Sia ¢. € V. Sono equivalenti:
1. ¢. ¢& soluzione debole di (3.44);
2. ¢ € punto di minimo di F' su V.

Dimostrazione. Calcoliamo la derivata di Gateaux di F. Sia f € V in modo che
¢ +tf € V per ogni t € R. Allora ¢ ben definita la funzione e: R — R tale che
e(t) = F(¢e +tf). Allora

e(t) = D(6.) + £2D(v) + t /Q V.- Vf +G(.) +G(f)

da cui

- )
e/(O)z/Q V¢E.Vf+27r2d,» faBi_/an(gxai)'
e i—1

Supponiamo ora che ¢. sia minimo di F' su V. Allora e ha un minimo in
t = 0 e quindi €'(0) = 0, che ¢ esattamente la (3.46). Per arbitrarieta di f € V
segue che ¢. é soluzione debole.
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Viceversa se ¢, & soluzione debole di (3.44) allora fissata f € V si ha €/(0) =
0. Poiché F é un funzionale convesso su H'(€).), segue che e é una funzione
convessa e quindi ¢ = 0 ¢ minimo assoluto. In particolare e(0) < e(1), cioé

F(¢e) < F(¢e+f) perogni feV. (3.49)
Se ora ¢ € V e inseriamo f = ¢ — ¢, nella (3.49) otteniamo la tesi. O

Infine vogliamo provare che F' ammette minimo su V' usando il metodo di-
retto del calcolo delle variazioni (Teorema 2.1). Notiamo pero che F' ¢ invariante
per traslazioni, ovvero

F(p)=F(p+c) perogni ceR, eV

essendo F =D +G e

N 1 9 N
G(c)ch(Zdi% 8ngai>27rc<2did>0
i=1 1=1

per la condizione di compatibilita sui gradi (3.45). Dunque F' non puo essere
coercivo su V' perché possiamo considerare una successione {c,} C R tale che
o+ cnll g1y = +oo ma F(p+cp) = F(p). Per questo motivo introduciamo

il sottospazio di V'
VO:{fEV: / fO}
1o}

nel quale non ¢é possibile fare traslazioni.

Teorema 3.15. Esiste un’unica ¢ € Vg tale che

F(¢.) = min F(y).

Tutti gli altri punti di minimo di F' su'V sono della forma ¢. + ¢ con ¢ € R.

Dimostrazione. Passo 1. Vj & chiuso rispetto alla convergenza H' perché le
condizioni f, B, =cost. e /. aq / = 0 passano al limite per la disuguaglianza di
traccia. Essendo Vj convesso (& un sottospazio vettoriale) ne segue che & anche
debolmente chiuso.

Passo 2. F & (sequenzialmente) debolmente semicontinuo inferiormente su
H'(€). Supponiamo infatti che ¢, — ¢ in H'. Essendo G € (Hl(QE))*, per
definizione di convergenza debole si ha G(p,) — G(p). Si ha poi che v, — ¢
in H' implica V¢,, = V¢ in L?, e quindi per la debole semicontinuita inferiore
della norma, segue che D(¢) < liminf,, D(¢,) e quindi

lim inf F'(¢p,) = lim inf (D(pn) + G(pn))
= liminf D(pn) + G(p) 2 D(p) + G(p) = F(p).

Passo 8. F & coercivo su V. Infatti nel Corollario A.15 dell’Appendice A.4
dimostriamo che in V} vale la disuguaglianza di Poincaré, i.e. esiste una costante
K = K () > 0 tale che

/ V| > K/ o> perogni peVp
Q. Q.
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da cui concludiamo che la norma del gradiente & equivalente alla norma H' su
Vi: esiste una costante C' > 0 tale che

Vel 2 Clliellgra.,)  perogni ¢ eVh. (3.50)
Ricordando che G € (Hl(QE))*, per ogni ¢ € Vj vale

1 (3.50) (2
Flg) = 5 IVelia@,) + Glo) = o

C? 2
5 el oy = 1GIHIN 0.y

2
el o) + Gle)
>

che implica la coercivita di F' su Vj.
Passo 4. 1 tre punti precedenti mostrano che siamo nelle ipotesi del Teorema
2.1: esiste ¢. € Vj tale che

F(¢e) = min F(p). (3.51)

Dobbiamo provare che ¢. ¢ minimo su V', cioé che
F(¢e) < F(p) perogni peV. (3.52)

Se ¢ € V, indichiamo con pgn = ﬁ faﬂ © la sua media su 052, in modo che
© — o € Vy. Poiché F' ¢é invariante per traslazioni,

F(oe) "2 Flo - won) = F(p)

provando la (3.52).
Passo 5. Il minimo di F' su Vj € unico. Supponiamo infatti che ¢1,¢2 € V)
siano due minimi di F, cioé che F(¢1) = F(¢2) = m con

= min F(¢). 3.53
m = min (¥) (3.53)

Per la convessita di F' segue che

(3.53)
m S F (G4 D) < P60 + 3R = m

dalla quale

F(+ %) =500 + 5. (.59

Usando la linearita di G nella (3.54) otteniamo

/ Vo1 + Voo
Q. 2

Per la convessita della funzione £ — |¢|* si ha che Dintegranda di (3.55) ¢

! 1
—5 Vol -5 |v¢2|2} =0. (3.55)

‘ Vo1 + Voo

2
1 1 _
5 ) V| — 3 Vpa|? <0 qo.in Q.

65



e vista la (3.55) segue che

’ Vo1 + Voo

2
1 1
: -3 Voi|* — 5 Vo> =0 qo.in Q.. (3.56)

Poiché la funzione & — |¢|° ¢ strettamente convessa, la (3.56) implica che
Vo1 =Ve¢y qo.in

e quindi ¢y = ¢ + ¢ per qualche ¢ € R. Tuttavia ¢y, ds € Vp, quindi [, ¢1 =
f 90 @2 = 0 dalla quale si conclude che ¢ =0 e ¢1 = ¢2 quasi ovunque in ..

Passo 6. Proviamo infine che tutti i punti di minimo di F' su V sono della
forma ¢. + ¢. Chiaramente ¢. + ¢ ¢ un altro minimo di F su V, essendo
F(¢ +¢) = F(¢.). Viceversa, sia ¥ € V & un altro minimo di F su V. Allora
U — Uyq € Vp e per unicitd del minimo su Vj si ha W — Uyq = ¢, ovvero
U = ¢. + ¢ con la costante ¢ = Uyq. O

Con usuali stime ellittiche (si veda [BB]) si prova infine che le soluzioni deboli
di (3.44) sono regolari concludendo cosi la dimostrazione del Teorema 3.11.

3.6 Stima ellittica

Occupiamoci della dimostrazione del Lemma 3.9 che per comodita del lettore
ricordiamo:

Lemma 3.16. Se v soddisfa le equazioni

Av. =0 imn e

v,
/ 8115:0 perognit=1,..., N
B; 31/

allora vale il principio del massimo
N
supv — infv < (supv — inf v) . 3.58
Q. Qe z:zl 9B; 0B; ( )

Per dimostrare il Lemma é utile introdurre la formulazione debole per le
(3.57). Sia v. una soluzione di (3.57) e definiamo i sottospazi chiusi di H*(£2.)

H:= {u € H'Y(Q.;R) : u = C; = costante su aBi}
H, = {u € HI(QE;R) : u —ve. = C; = costante su 8BZ-}

dove le C; non sono assegnate.

Definizione 3.17. Diciamo che u € H,,, ¢ soluzione debole di (3.57) se
/ Vu-Ve=0 (3.59)
Q.

per ogni ¢ € H.
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Proposizione 3.18. v, ¢ soluzione debole di (3.57).

Dimostrazione. Per prima cosa osserviamo che banalmente v, € H,_. Infatti v,
¢ armonica in ., quindi ha energia finita e v. € H'(£2.). Inoltre la condizione
sulle 9B; ¢ verificata con C; = 0.

Sia ora ¢ € H. Quindi

Avep=0 q.o0.in .

che integrata per parti da

Ove
0:/ Avgap:/ ® Y —/ Vo, - V. (3.60)
0. oo, O Ja.

ov, / v, N / v,
= — =0 3.61
/895 v ov 6Q(p ov ; dB; v ov ( )
Ove _

perché¢ = = 0 su 0f), mentre

/ Ove | (%5_0
aBi(p aV o (10331- 8B; 6'1/ a

essendo ¢ costante su dB; e [, %”; = 0. Dalle (3.60) e (3.61) segue la tesi. O

Ma

Introduciamo quindi il funzionale F': H*(£2.) — R tale che

1
F(u) = 5/@ Vul? .

Come al solito abbiamo:
Proposizione 3.19. Se u € H,_ sono equivalenti:

1. u é soluzione debole di (3.57) ;

2. u & minimo di F' su H,_.

Dimostrazione. Sia u soluzione debole. Poiché H,, = v. + H, per vedere che u
minimizza F' su H,_ basta provare che

F(u) < F(u+¢) perogni ¢ecH.
Sia dunque ¢ € H. Allora
Flu+¢) = F(u) + F(p) + / Vu- Ve "2 F(u) + F(p) > F(u)
Qe

essendo F(y) > 0.
Viceversa, supponiamo che v sia minimo di ¥ su H,_ e fissiamo ¢ € H.
Quindi la funzione e(t) = F(u + tp), t € R, ha un minimo in ¢ = 0. Ma

e(t) = F(u) + t*F(p) + t/ﬂ Vu- Ve

e quindi
€' (0) :/ Vu-Ve.
Q.

Essendo €'(0) = 0 segue la tesi. O
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Come conseguenza della Proposizione si ha che v, € minimo di F su H,_.
Vale infine il seguente principio di massimo debole:

Proposizione 3.20. Due punti di minimo su H,_ del funzionale F' differiscono
per una costante.

Dimostrazione. Se u é punto di minimo di F su H,,_ in particolare & soluzione
debole di (3.57). Supponiamo che u; e us siano punti di minimo di F su H,_.
In particolare w := u; — usg risolve

Vw-Vp=0 perogni ¢e€H.
Q.

Essendo w € H, possiamo prenderla come funzione test nella formulazione

debole e ottenere
/ |Vw|* =0
Qa

da cui w = ¢ q.0. in ). per una opportuna c € R. O
Siamo pronti a dimostrare il Lemma 3.16.

Dimostrazione del Lemma 3.16. Passo 1. Siano

o = inf v ;= Supv m:= min o M := max 0;
T eB bi o e 1<i<n "’ 1§i§Nﬂl

i

e infine
N
I = U[al,ﬁz] .
i=1
Per definizione, abbiamo che I C [m, M]. Proviamo che I ¢ un intervallo e

quindi in particolare che I = [m, M]. Se per assurdo I non fosse un intervallo,
esisterebbero a,b € R tali che m <a <b< M e IN[a,b] = 0. Sia

B:=v."Ya,b) ={x €Q.: a<v.(x) <b}.

B ¢é aperto perché v, ¢ continua. Inoltre B # (). Infatti, essendo v, continua e Q.
connesso segue che v () ¢ connesso, ovvero v, assume tutti i valori compresi
tra infg_ ve e supg_v.. Dal momento che

isrzlfvggm<a<b<M§suva
e Qe

abbiamo che v, assume tutti i valori tra a e b, da cui B # (). Essendo B un
aperto non vuoto, segue in particolare che la sua misura di Lebesgue ¢é positiva:

|B| > 0. (3.62)
Definiamo allora

ve(T) se o(r)<a,
V() =4qa se a<w(zr)<b,
ve(x) — (b—a) se w(x)>b.
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Per definizione abbiamo che

Vi, (z) 0 sex€B
Ve(z) =
Ve (z) sex € Q. \B

quindi
~ _ ~ (3.62)
/ |Vv5|2:/ |w5|2+/ |w5|2=/ o2 2 / Vo, ?
Q. Q.~B B Q.~B Q.
ovVvero
F(d:) < F(ve). (3.63)
Se proviamo che
U € Hy,_ (3.64)

otteniamo ’assurdo, perché le (3.63) e (3.64) contraddicono il fatto che v. &
punto di minimo di F' su H,_. Per definizione la ¥, & misurabile e la sua norma
L? ¢ finita perché Q. ¢ limitato e v. € L?(£). Inoltre dalla (3.63) segue che
V. € L*(Q.), dunque 9. € H'(Q.). Fin qui non abbiamo usato I'ipotesi
assurda che I non fosse un intervallo. Resta da provare che v. — v. & costante
su dB;. Poiché I N a,b] = @, abbiamo che B; < a oppure b < «a;. Nel primo
caso per definizione di . abbiamo 9. = v. su dB;; nel secondo caso abbiamo
e = v + (b—a) su 0B;. In entrambi i casi ¥ — v, & costante su dB; provando
la (3.64).
Passo 2. Avendo provato che I = [m, M] ne segue in particolare che

N
M—m <Y (B~ a) - (3.65)
i=1
Se dimostriamo che
m<uv.(x) <M perogni z€, (3.66)
e quindi che
mS%lfvE, supv. < M

€

per la (3.65) otteniamo
N
—infu. < M—m< o
el S M <3 e

che ¢ la tesi del Lemma. Introduciamo la funzione troncata o.: . — R tale
che

m se ve(z) < m,
Ue(z) =  ve(w) se m < ve(z) < M,
M se ve(x) > M.

Sia
A=v ' (m,M)={z€Q.: m<v.(z) < M} .
Essendo v, continua l'insieme A é aperto quindi dal fatto che Vo, = x4 Vo, si
ha
F(d:) < F(ve). (3.67)
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Questo implica che §. € H'(.). Notiamo anche che ©. € H,_ perché per
definizione su 9B; abbiamo m < v, < M da cui 9. = v, su 0B;. Dalla (3.67),
dal fatto che v, € il minimo di F' su H,, e dalla Proposizione 3.20 segue che
U = Ve + ¢ in €, per qualche ¢ € R. Ma sulle 9B; si ha 0. =v. dacuic=0e
Ue = v in tutto Q.. Da questo segue la (3.66). O

3.7 Problema senza dato al bordo

Sia Q C R? un aperto semplicemente connesso, limitato e con frontiera regolare.
Siano N € Ne x1,...,zy € €. Scegliamo ¢ > 0 che verifichi

1. |z — x| >4e perognil <i#j <N
2. dist(z;, Q) >2e perognii=1,...,N

e definiamo B; = B.(x;), Q. = Q~ UY| B;. Siano dati i gradi dy,...,dy € Z e
definiamo la classe di funzioni ammissibili

U ={ue H (Q;5"): deg(u;0B;) =d; per ognii=1,...,N}.
Notiamo che U. # () perché per esempio contiene la funzione
d;

N
H (z xl)di

i=1 |z —

dove il prodotto ¢ quello in C. Consideriamo il problema di minimo

G= inf - / |Vul?. (3.68)
uel. 2 o
Osserviamo nuovamente che la funzione u — deg (u; B;) non & continua per la
topologia debole di H'/ 2(0B;), quindi il vincolo U. non é chiuso per la topologia
debole di H'/2(0B;) e il metodo diretto del calcolo delle variazioni fallisce.
Il valore di G ¢ legato alla soluzione classica del seguente problema lineare:

Ap=0 in €,
¢o=0 su 0f2
¢ = C; = cost. su OB;peri=1,...,N (3.69)
/ %z%'di per i=1,....,N
a8, OV

dove v normale esterna di €2 e di B; e le costanti C; non sono fissate ma sono
un’incognita del problema.

Teorema 3.21. I problema (3.69) ammette un’unica soluzione ¢ € C>(Q;R).
Inoltre ¢. minimizza il funzionale

1 N
F(0) =5 [ 190 + 203" di o,

i=1

sull’insieme

W = {qSEHl(QE;R): ¢=0 su aQ’¢|aB,~, :Cizcostante,izl,...,N} .
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Questo teorema puo essere dimostrato con tecniche analoghe a quelle usate
per provare il Teorema 3.2. Il valore di G é legato a ¢. nel seguente modo:

Teorema 3.22. L’estremo inferiore in (3.68) é raggiunto da una funzione re-
golare che & unica a meno di una fase, i.e., se uy e ug sono due punti di minimo
allora uy = acug per qualche oo € C con |a| = 1. Inoltre

1 )
G=; /Q 1V (3.70)

con ¢ soluzione classica di (3.69).

La dimostrazione ¢ analoga a quella del Teorema 3.3 e puod essere trovata su
[BBH1].
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Capitolo 4

Analisi per I'-convergenza

Come nel Capitolo 3 sia © C R? un aperto limitato, semplicemente connesso e

con frontiera regolare. Sia assegnato g: 09 — S! un dato al bordo regolare e

indichiamo con d = deg (g; 992) il suo grado. Nel seguito assumeremo che d > 0

(non si perde di generalita, a meno di sostituire a g la sua armonica coniugata).
Fissiamo € > 0 ed N punti xy,...,zy di  tali che

|z; — x| > 4e ,dist(z;,00Q) >2¢  perogni 1<i#j<N (4.1)

e definiamo 2, = Q Ui]\LlBu dove B; := B.(z;). In tal modo 2. & connesso e
71 () = Z4 (si veda la Figura 4.1). Si scelgano anche N gradi dy,...,dy tali
che Zfil d; = d. Consideriamo il problema di minimo

min 1/ |Vul? (4.2)
ss

ueld? 2
dove
U = {u € Hgl(QE;Sl) : deg (u;0B;) = d; per ogni i = 1,...,N}.

Nel Teorema 3.3 abbiamo provato che esiste un unico minimo di (4.2), che
denotiamo con ..

Supponiamo ora che N e i punti x1,...,2ny non siano fissati, ma libe-
ri di muoversi in 2. Supponiamo anche che i gradi d; non siano assegnati,

Figura 4.1: Q.
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ma solamente soggetti al vincolo Zfil d; = d. Siamo interessati a minimiz-
zare 3 [, [Vue|® (per e piccolo) tra tutte le possibili scelte di N, z; e d;.
Introduciamo allora lo spazio delle singolarita topologiche

N
X(Q):{u:Zdiézi : NeN,d, € Z,z; € Q perogniizl,...,N}
i=1

e quello delle singolarita ammissibili per ¢ fissato
N

A = {MEX(Q) : Zdi:d7 |z; — x| > 4e, dist(z;,00) > 26,1 <i#j SN}.
i=1

Se u € X(Q)7 denotiamo con N = |supp u|, supppu = {z1,...,z2n} e d; =

w({z;}). Per tale p definiamo Q. (u) := Q ~ UN., B; con B; := B.(z;) ed
U () = {u € Hy (e (p); SY): deg(u;0B;) =d; per ognii=1,...,N}.

Una u € U?(p) si dice funzione compatibile con la misura p. Indichiamo con
e = u(p) € U2(p) Punico minimo del problema (4.2), ovvero tale che

1 1
f/ |Vue|* = min 7/ |Vul”
2 Ja_w weld? (1) 2 Ja_ ()

e definiamo il funzionale energia EY: X (Q) — RU {400} come

1 2
BY() = { 2 Joen [Vuel” soe A2 (43)
€

+00 altrimenti

Abbiamo quindi la famiglia di problemi di minimo
min{E?(p) : p€ X ()} (4.4)

dipendente dal parametro di scala € > 0. Siamo interessati a trovare un
problema limite B
min{E9 () : p€ X (Q)}

in modo che i suoi punti di minimo siano in relazione con i possibili punti di
accumulazione di minimizzanti {p.}e di (4.4). Lo strumento che si utilizza per
questo scopo € la I'-convergenza introdotta nel Capitolo 2. Ricordiamo infatti
il Teorema 2.4 fondamentale della I'-convergenza: se EY I'-converge ad EY e pi.
sono punti di minimo di EY tali che p. — p allora p € punto di minimo di EY.
Se definiamo

M := {punti limite di successioni {u} tali che p. minimizza EY su X (Q)}
vale quindi I'inclusione
M C {punti di minimo di £ su X (Q)}.

Dunque meno mimizzanti ha E9, meglio descriviamo il comportamento asinto-
tico dei minimizzanti di EY. Il nostro obiettivo ¢ quello di descrivere 'insieme

M.
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Ricordiamo lo sviluppo asintotico dell’energia ottenuto nel Teorema 3.10: se
e Af siha

N
Ed(u)=m Z d?log é + W(x,d) + o(¢) (4.5)
i=1
dove W ¢ D’energia rinormalizzata definita in (3.39), che non dipende da ¢ ma
solamente da €, dalla posizione dei punti x;, dai gradi d; e dal dato al bordo g,
che pero ¢ fissato.
In vista della (4.5) ci aspettiamo che eventuali punti di accumulazione di
minimizzanti di E¢ rendano piccola 'energia, ovvero siano della forma

N
p=7 dids,
i=1
con
1. N =d=deg(g;00);
2. gradi d; = 1;
3. (x1,...,24) punto di minimo di W.

Ci aspettiamo cioé che
d
M C {,u = Zémi : (x1,...,24) punto di minimo di W su Qd} . (4.6)
i=1

Questo perché per rendere piccolo il termine di destra dello sviluppo (4.5) di
E9(u) ¢ evidente che bisogna minimizzare il coefficiente di |loge| e 'energia
rinormalizzata W. Ma il problema di minimo

N N
min{de : Zdi = d}
=1 =1

ha per soluzione N = d ed ogni d; = 1. Con questa scelta di N e dei gradi
possiamo considerare W come sola funzione della configurazione

(z1,...,24) € QL.
In [BBH1, Theorem I.10] viene dimostrato che
W(zy,...,xq) = +00
se
min {Iln;él? |z; — ;] ,miindist(xi, 6‘9)} — 0.

In altre parole W — 400 se uno dei punti x; tende a 02 oppure se due punti
di (z1,...,%q) tendono a sovrapporsi. Quindi

min W := min{W(xl,...,xd) Dx; € Q}

é raggiunto e ogni punto di minimo consiste di d punti distinti in €.
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Tuttavia la (4.5) mostra anche che qualunque sia la topologia che scegliamo
su X (Q) il I'-limite di E¢ sara il funzionale E9 = +o00, che non ci da nessuna
informazione su M, visto che {minimizzanti di EY = 400} = X (). Ma lo
sviluppo (4.5) ci dice anche che I'energia di E? esplode come log(e~!), per cui
conviene introdurre i funzionali riscalati FZ: X () — R U {400} definiti da

_ Ef(p)
log(e~1)’

Dal momento che EY ed FY hanno gli stessi punti di minimo, studiare M &
equivalente studiare la I'-convergenza della famiglia FJ.

Nel seguito proveremo il risultato di I'-convergenza all’ordine zero, che non ci
dara l'informazione in (4.6), ma qualcosa di pitt debole. Proveremo infatti che (in
una opportuna topologia su X (Q)) F9 I'-convergono ad F9 dove F'9: X (Q) —
R U {+o0} ¢ il funzionale definito da

N N
™ i dl =T se i dl =d
o) = { Sildd =wlulse T,

Fo () e x(@).

400 altrimenti

Evidentemente F'9 non ¢ sensibile alla posizione dei punti (z1,...,zy5) € QY
della misura p, ma solamente ai pesi di tali punti. Per questo motivo non
otteniamo la (4.6). Notiamo infatti che min F9 & raggiunto dai punti di X (Q)

della forma
N N
S = {Zdiéxi P N<dd; >0, di = d} .
i=1 i=1
per cui dalla I'-convergenza all’ordine zero abbiamo l'informazione M C S. Per
ottenere la (4.6) & necessario studiare la T'-convergenza all’ordine successivo,
come accenneremo nel Capitolo 5.

4.1 Problema senza dato al bordo

Al fine di dimostrare il risultato di I'-convergenza all’ordine zero per i funzionali
F9 definiti su X (Q) conviene prima studiare un analogo problema senza dato
al bordo assegnato.

Introduciamo lo spazio delle singolarita topologiche

N
X(Q) = {u = diby,: NeNd; € Z,z; €Q i = 1,...,N} (4.7)
i=1
e quello delle singolarita ammissibili per ¢ fissato
A ={p e X () : |z; —a;| > 4e, dist(z;,00) > 26,1 <i#j < N}. (4.8)

Se p € X (2), indichiamo con N = [suppu|, supppu = {z1,...,2n} € d; =
p({zi}). Sia Q. () := Q@ UN,B; con B; := B.(z;) ed

Us(p) = {u € H' (Q(p); ") : deg(w;0B;) =d;,i=1,...,N}. (4.9)
Notiamo che se u € U (p) per invarianza omotopica del grado topologico si ha

deg (u; 00) = Zf\il d;.
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Consideriamo il problema di minimo

1
min — / Vul|® (4.10)
wEU: (1) 2 Qe (p)
che sappiamo ammette soluzione per il Teorema 3.22.
Indichiamo con u, = uc (1) € U (1) un punto di minimo di (4.10) e definiamo
il funzionale energia F.: X (Q) - RU {400} come

1 2

5 Vue € A,

Esm){QfQE(”)l vl senede (4.11)
+00 altrimenti

Abbiamo quindi la famiglia di problemi di minimo
min{ B () : € X (9)}

dipendente dal parametro di scala ¢ > 0 e vogliamo studiare la I'-convergenza
degli E.. Lo sviluppo asintotico dell’energia (4.5) per i funzionali E¢ suggeri-
sce che anche gli E. esplodano come |loge|. Introduciamo quindi i funzionali
riscalati F.: X () = RU {400} definiti da

_ Ee(p)
log(e~1)’

Nel seguito proveremo che (in una opportuna topologia su X (£2)) gli F. sono
equicoercivi e T-convergono ad F dove F: X (2) — R U {+oo} ¢ il funzionale
definito da

() nex(Q). (4.12)

N
F(p)=m ) ldil == lul (4.13)

4.2 La giusta topologia su X(€2)

Ci poniamo il problema di trovare una topologia su X (£2) in modo che i funzio-
nali F, definiti in (4.12) siano equicoercivi, ovvero tali che

F.(u) <C

implica che esiste p € X (2) e una successione &, N\, 0 tale che p., — p.

Dal momento che X () C M () su X (£2) ci sono le topologie indotte dalla
norma variazione totale e quella *-debole di misure (per dettagli e notazioni sugli
spazi di misure si veda I’Appendice A.3). Tuttavia con la topologia *-debole non
si ha equicoercivita. Per provarlo costruiamo un controesempio.

Controesempio dei dipoli. Un dipolo é una coppia di cariche di segno oppo-
sto: D =0, — 6, con z,y € . La distanza |z — y| si dice lunghezza del dipolo.
Notiamo che || D] = 2. Aggiungendo un numero opportuno di dipoli possiamo
costruire una successione p. € A, tale che F.(u.) < C ma che non ammette
nessuna sottosuccessione convergente nella topologia *-debole, mostrando che i
funzionali F. non sono equicoercivi.

Vediamo intanto quanta energia ha un dipolo. Siano z,y € B4(0) e conside-
riamo il dominio A = B4(0) \ (B1(x) U B1(y)) con z,y € By(0) scelti in modo
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Figura 4.2: Dominio A

tale che Bi(z) N Bi(y) = 0 e che By(z), B1(y) C B4(0) (si veda la Figura 4.2).
Assegnamo dato al bordo g = 1 su 9B4(0). Per il Teorema 3.3 esiste un’unica
soluzione v € H{(A;S') del problema di minimo

1
i {3l deg 08 0) = 1.deg (081 0) = 1}
essendo deg (1;9B4(0)) = 0. Diciamo che la quantita ¢ = § [, IVu|? & Uenergia
del dipolo D. Riscaliamo il dominio A come €A = {ex: z € A} e la soluzione
come v, : eA — S definita da v.(z) = v(£). Un cambio di variabili mostra che
v ha la stessa energia di v, ovvero 1 [, |Vv:|* = ¢. Dunque il dipolo riscalato
D, = 6.5 — d¢y ha lunghezza piccola a piacere € |z — y| ma ha la stessa energia
di D.

Consideriamo ora n dipoli D,, = Z?:l 0z, — 0y, con i punti x;,y; € € che
siano distanti tra loro di almeno 4¢, che distino dal bordo almeno di 2¢ e che
|z; — y;| = 4e. Poniamo Q. = QU (B:(x;) U B:(y;))). In tal modo D,, € A,
cosicché il problema

1
. {2 / 9l deg (1 0B-() = 1, de (1308 1) = —1}
(4.14)

ammette unica soluzione u. e si ha per definizione E.(D,,) = % fQ |Vu5|2. Tra
le funzioni ammissibili nel problema di minimo (4.14) ¢’¢ anche v, definita da

ve() = {Ua’i(x) s € Ay

1 altrimenti

dove v, ; ¢ soluzione del problema di minimo

1
ueHIﬁ%;sl) {2 /Ai \Vu\z : deg (u;0Bc(x;)) = 1,deg (u; 0B:(y;)) = —1}

con A; palla che contiene il dipolo 6., —d,,, come nel caso del dominio A definito
sopra (si veda la Figura 4.3). Essendo u. minimo, si ha

1 ) " q )
E.(Dp) < ¢ \Y = - Ve i|© = ne.
D)<y [ 9P =305 [ 19l = ne
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Figura 4.3: Dominio

Dunque
E.(Dy) ne

~ loge| ~ logel’

F.(D,) (4.15)
Possiamo allora costruire una successione D, che contenga esattamente |loge ™! |
dipoli !. In questo modo la (4.15) ci da la condizione

F.(D.) <c. (4.16)
Tuttavia, visto che un dipolo ha massa 2 si ha
IDe|| = 2[loge™"] (4.17)

che diverge per € — 0. Per il principio di uniforme limitatezza 2 la successione
{D.} non puo ammettere sottosuccessioni convergenti *-debolmente.
|
Il problema nel controesempio dei dipoli & che vale il principio di uniforme
limitatezza, che non permette ad una successione di misure con variazione totale
illimitata di avere estratte convergenti nella topologia #-debole. Quindi su X
dobbiamo mettere una topologia pitt debole di quella *-debole. Ricordiamo che
i — 1 se e solo se

/ fdun — / fdu perogni f € Cy(). (4.18)
Q Q

1Questo possiamo sempre farlo se € & piccolo. Infatti il numero di dipoli di lunghezza 4e
che possono essere contenuti in & dell’ordine di Ke~1, ed essendo |loge| << ™1 & sempre

possibile costruire De = Z?:(i) 8z, — 6y, con n(e) = |loge™1], in modo che D; € A..
2Si veda il Teorema A.11 in Appendice A.3.
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Indeboliamo la convergenza x-debole se richiediamo che la (4.18) valga per fun-
zioni piu regolari di quelle in Cy(€2). La scelta giusta é testare contro le funzioni
Lipo(©2). Notiamo che inclusione Lipg(©2) C Cp(2) ¢ continua. Ricordiamo

infatti che @) — FW)
x)—J Wy
||fHLipo(Q) = sSup —————

z,y€N |z -y
TFY

¢ una norma su Lip(£2), equivalente a quella classica

) —
w1 4 sup @) =]
T€EQ z,ye |z —yl

TFY

Se fissiamo § € 92 abbiamo quindi

[fllco ) = sup [f(@)] = sup [f(x) = f(9)]
€ €

S I llipo ey 8P Jz = 91 < diam () [|llipy o)

essendo f(¢) = 0. Dall’inclusione continua Lipo(Q2) C Co(Q) segue la continuita
dell'inclusione dei duali
C()(Q)* C Lipo(Q)* (419)

Poiché M (§2) = Cy(Q2)* la (4.19) implica che possiamo vedere M (2) come im-
merso con continuita in Lipg(2)*. E’ dunque naturale la seguente definizione di
norma su M (2):

Definizione 4.1. La topologia indotta su M(2) dalla norma di Lipg(Q2)* si
dice topologia della norma flat. Esplicitamente, se p € M(£2)

[l

Se un, € M(Q) diciamo che pu, a pose || — pllgae — 0.

l1tllgae == sup
fELipo(Q)
17 lapg o <1

Possiamo calcolare esplicitamente la norma flat degli elementi di X (Q2).
Lemma 4.2. Si ha che
1. (62| o = dist(z, 092)
2. sex1,...,xy, €8 e,u:z:?zldm si ha
il e = dlist (i, 02)
i=1
3. se D = 6, — 0y & un dipolo, allora

1Dl 0y = min {Jz — |, dist(z, O2) + dist(y, )}
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Dimostrazione. 1. Se f € Lipg(Q2) allora per ogni z € 92 si ha f(z) = 0 e quindi
5.0 = LF@) = 1£() = £ < [ Fllspucen |2 — 2 (4.20)
Prendendo estremo inferiore sugli z € 9§ in (4.20) otteniamo
102 ()] < 1l Lipy (e dist(z, 092).
Quindi
102l gar = sup  |0.(f)| < dist(x,00Q). (4.21)

£ llipg ) <1

Poiché Q & regolare la funzione distanza dal bordo f(z) = dist(z,00) ¢ in
Lipo(2) con costante di Lipschitz pari ad 1. Quindi si ha

102(f)] = |f (z)] = dist(z, 592)

e la (4.21) vale con l'uguale.

2. Per semplicita di notazioni dimostriamo I’enunciato nel caso y = 0, + dy,.
Il caso in cui p =Y, 05, con n > 2 si prova similmente. Siano f € Lipy(f2) e
21, 29 € 0). Allora

N =1 (@) + fy)l <[f (@) = flz)] + [F(y) = Fz2)]
< 1 lpipe ey (2 = 21+ ly — 22])

e quindi passando all’estremo inferiore su z1, zo € 02
D < g e (ist(z, ) + dist(y, 992)). (1.22)
Passando all’estremo superiore sulle f € Lipo(£2) con || f{|1;,, ) < 1 si ha
|1l o < dist(ax, 0Q) + dist(y, 082). (4.23)

Come nel punto precedente, la funzione f(z) = dist(z, 9Q) realizza 'uguaglianza
in (4.22) e quindi la (4.23) vale con 'uguale.
3. Se f € Lipo(Q?)

DA = 1) = FW] < [ fllLipy(ey = — vl
e al sup sulle f con || f|l;, @) <1 siha
[Dllgas < 12—yl (4.24)
Analogamente, se z1,zo € 9 si ha

DU = 1£(@) = FW)] < 1F(@) = Fz0)| + 1f(22) = F()]
< Fllipogey (12 — 21l + y = 22])

e quindi passando all’estremo inferiore su z,zo € 9€) e poi al sup sulle f €
Lipo(€2) con [[f[lipy () < 1 si ha

| Dl < dist(z,0Q) + dist(y, 0€2)
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Figura 4.4: Primo caso Figura 4.5: Secondo caso

che insieme alla (4.24) fornisce
| D||gay < min{|z —y|,dist(x, 0Q) + dist(y, 0Q)} . (4.25)

Dimostriamo che vale anche la disuguaglianza opposta. Ci sono due casi.
Nel primo caso (si veda la Figura 4.4), supponiamo che valga

|z —y| < dist(x, 0Q) + dist(y, 02) (4.26)

Poiché vale la (4.26), si ha che il segmento che connette z ad y & tutto contenuto
in ). Consideriamo la funzione definita sul segmento che connette x ad y che
vale f(z) = |z —y|, in modo che f(z) = |z —y| e f(y) =0. La f & 1-Lipschitz.
Possiamo estenderla ad una funzione f € Lipo(Q) che sia ancora 1-Lipschitz.
Ma allora

|(4 26

D) = 17@) = 1)l = Iz =yl “2” min {2 — o], dist(w, 09) + dist(y, 02)}

e quindi la (4.25) vale con 'uguale.
Nel secondo caso supponiamo che

dist(x, 0Q) + dist(y, 00) < |z —y| . (4.27)

Sia L, il segmento di lunghezza dist(z, ) che connette = a Q. Analogamente
sia L, quello di lunghezza dist(y, ) che connette y a 9 (si veda la Figura
4.5). Definiamo la funzione f tale che

dist(z, 092) sez € L,
f(z) = { —dist(z,09Q) seze L,
0 se z € 0f)

Dunque f ¢ 1-Lipschitziana su 0QU L, UL, e si annulla su 092. Possiamo quindi
estenderla ad una funzione f € Lipg(£2) che abbia ancora 1 come costante di
Lipschitz. Ma allora

()] = 1£(=) = F(y)| = dist(z, 00) + dist(y, 0)
“2D min {|o — y|, dist(z, D) + dist(y, 9Q)}

e la (4.25) vale con 'uguale. O
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In generale se yu = Y., d;6,, con d; = £1 abbiamo che ||u|lq,, ¢ pari alla
connessione minima tra i punti xq,...,x, ai quali attribuiamo il segno di d;,
mentre il bordo di ) ha segno arbitrario. Per essere pitl precisi, introduciamo la
famiglia delle somme finite formali di segmenti contenuti in Q con molteplicita
intera

i=1

e definiamo 'operatore di bordo
98 =" "m; (8, — da,)
i=1

se L; & il segmento orientato che connette x; ad y;. Definiamo la massa di S
come

n
S| = Imil lars — il
i=1
Vale il seguente:

Teorema 4.3. Sia p € X (Q), allora
6/l e = inf {|S] : S €S8(Q),d5.Q=pu} (4.29)

dove (0SLQ)(B) = 85(Q N B) per ogni boreliano di R?.

La dimostrazione di questo Teorema si puo trovare sul libro di Federer [Fe]:
la (4.29) ¢ la definizione di norma flat per O-correnti integrali, mentre la norma
della variazione totale su X () coincide invece con la norma della massa di
0-correnti integrali.

Raccogliamo ora alcune osservazioni sulla norma flat e sulle altre due topo-
logie presenti su M (€2).

Proposizione 4.4. Valgono le sequenti:
1. per ogni € M(Q) si ha
[12ll oy, < diam(€2) [[pel] ;
2. sia {xn} C Q tale che x, — x,

(a) sex € Q allora o, flat 0z € 0z, RN

*

(b) sex € 00 allora 0, ﬂ—a>t 0edy, —0;

3. se un, € X () ed esiste C > 0 tale che ||uy| < C allora esiste estratta
i, 8 1 con p e X (9);

4. mon vale il viceversa, cioé possiamo costruire una successione fi, € X (§2)

tale che pip jzl)tp con p € X (), ma tale che ||p,|| = +0o0;
5. Vinsieme X () non é chiuso in norma flat;

6. Uinsieme X (Q) & x-debolmente chiuso.
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Dimostrazione. 1. Sia f € Lip(2), allora per y € 92

()l < /Q |f(@)] du(z) < sup |f(@)] |l = sup (@) = f)] |l

< llipoc sup [ =yl lall < 11 llip, () diam(€2) [l

e al sup sulle f € Lipo(€2) con || f|l;,, ) < 1 segue la tesi.

2. Per definizione di convergenza *-debole segue che &, — &,. Sia poi
f € Lipp(22). Allora

|0z, = 62) () = [f(zn) = F@)] < f lILipo () l7n — 2]

da cui
10z, — Oz llgay < lzn — 2| = 0.

3. iy & della forma p, = vaz“l di 0z, - Allora

N, N,
N, = 21 < Zl |din| = llpnll < C

dunque {N,,} C N & una successione limitata e quindi ammette estratta N,
convergente ad un certo N € N. Poiché N,, é una successione a valori in N segue
che N, = N definitivamente. Quindi a meno di estrarre una sottosuccessione
possiamo supporre che N,, = N per ogni n € N. Analogamente

N
|djnl| < Z |din| = [lpnll < C
i=1
e quindi a meno di fare IV estrazioni successive da p, possiamo supporre che
d;n = d; per qualche d; € Z, per ogni n € N. Quindi p,, ¢ della forma p,, =
Zilil didy, . Essendo Q limitato, per ogni j fissato la successione {x;,} C
ammette estratta convergente ad un certo x; € Q. A meno di fare N estrazioni

successive, possiamo supporre che x;, — x; per ogni j = 1,...,N. Poiché
flat flat
. = 0z, se xj € Q, mentre 0y, , =20 se x; € 012, definendo
N
K= Z d;0q,
=1
IJEQ

abbiamo che pu, Aag .

4. E’ lesempio dei dipoli visto a pagina 76, che riprenderemo dopo la
dimostrazione.

5. Basta considerare due successioni di punti {z,},{y,} C € tali che
|2 —yn| < % e che convergano entrambe allo stesso limite 2. Definiamo
la successione D, = > ;_; (s, — dy,) che & contenuta in X (Q). Se D =

2—:; (05, — 9y, ), utilizzando le funzioni Lipschitziane abbiamo

“+oo “+o0 1
| Dy — Dl gar < Z |ze — yi| < p—>0 se n — 400
k=n+1 k=n+1
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che conclude la dimostrazione perché D ¢ X (Q).

6. Se {1, } C X () & tale che p,, — p, dal principio di uniforme limitatezza
segue che ||u,|| < C. A questo punto si procede come nella dimostrazione del
punto 3. [

Un’ultima proprieta della convergenza flat che enunciamo senza dimostra-
zione ¢ la seguente:

Teorema 4.5 ([Fe]). La variazione totale ¢ debolmente semicontinua inferior-
mente rispetto alla norma flat. Esplicitamente, se {u,} C X (Q) & tale che
flat
L — o allora
< limi . .
el < lim inf || (4.30)

11 significato geometrico della (4.30) per misure in X (€2) & che al limite non
si puo creare massa: al pitt pud accadere che dei dipoli si annichiliscano o che
delle cariche vadano su 012, diminuendo la massa totale.

Con la topologia flat il controesempio dei dipoli a pagina 76 non & pitt un
controesempio:

Dipoli in norma flat  Avevamo definito una successione D, = 379 (6,, — 8,,)

tale che n(e) = ||logel], |zi —yi| = 4¢ e infine F.(D,) < C. Si aveva che
ID:|| = 2||loge|] e quindi non esistono estratte convergenti nella topologia

x-debole. Tuttavia D, gy perché

n(e) n(e)
DA < 31 ) = Fu < M lipocey D 17 = vel = [ Fllipoce 46 1)
=1 1=1

da cui
| De|lgay < 4e]logel =0 se e—0

e quindi D, non €& pitl un controesempio per la equicoercivita della famiglia F.
|

4.3 Risultato di I'-convergenza senza dato al bor-
do

Siamo ora pronti a enunciare il Teorema di I'-convergenza per i funzionali Fy.
Ricordiamo che i funzionali F,: X (2) — R U {+o0c} sono definiti da

o L
° loge]

dove gli E. sono i funzionali definiti in (4.11) ed F: X (Q) — R U {+o0} &
definito da

N
F(p)=mllul == |di| .
i=1

se p = Zfil diby,.
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Teorema 4.6. Si ha che F; LF rispetto alla topologia flat. Nel dettaglio, se
fissiamo una arbitraria successione e, \(0 si ha:

1. (T-liminf) per ogni successione {u,} C X () tale che py, figy Wocon p €
X () vale
F(p) <liminf F. (pn,);

n—4oo

2. (D-limsup) per ogni p € X (Q) esiste una recovery sequence {fi,} C X ()
tale che py, flat e
Fp) = lim_F ().
Inoltre la famiglia {F.} & equicoerciva: se {u,} C X (Q) ¢ tale che
F. (un) <C  perogni neN
con C > 0 costante indipendente da n, allora esiste una sottosuccessione {jin, }

e una p € X () tale che pin, iy 1.

Cominciamo a dimostrare la parte pitt semplice, ovvero la disuguaglianza di
T'-lim sup. Prima di procedere alla dimostrazione abbiamo bisogno di un Lemma
tecnico che useremo spesso nel seguito.

Lemma 4.7 (Split di misure). Sia p € X (2). Per ogni p > 0 fissato esiste
una misura v € X (Q) della forma

M
=1

tale che
1. |pi|=1perognii=1,...,M;
2. lp=vga < p s
gl = llvll-

Dimostrazione. Se p € X () & della forma p = vazl did,, lidea & quella di
costruire la misura v dividendo il vortice d;d,, in d; vortici di peso pari al segno
di d;. Sia

R =min {min dist(x;, 0Q), min |z; — xj}
i i

n < min{R p}
B 27 [lpll ]

Se il vortice z; ha peso |d;| = 1 non facciamo niente, cioé definiamo vy = z; e
. . . ’ 1
py = d;. Se invece |d;| > 2 siano yi,... »Yjg, 1 vertici di un poligono regolare

ed n > 0 tale che

inscritto nella circonferenza di centro x; e raggio n e p§ = signd; (si veda per
esempio la Figura 4.6). Definiamo

|d; |

N
V= E v, v; = g sign d; 6,
J
i=1 j=1
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Ys

,

Figura 4.6: Split del vortice 5x

in modo che v € X (2) con pesi tutti pari a £1 e

N |dil N
vl =" Isignd| = " |di| = || -
i=1 j=1 i=1
Infine
N N N
I = g = | dide, = Y vif <D [ dibe, — villga (4.31)
i=1 i=1  |lfag =1

Se |d;| =1 allora

1diGa, — villgu, = \ did,, —signd; 3| =0 <nld (4.32)
mentre se |d;| > 2, data f € Lipg(€2) si ha
|dil |dil
(b, — vi) ()] = |dif (i) = signdi f(y})| < Y| f(wi) = F(y))]
j=1 j=1
|dil

< ||fHLipo(Q) Z |xz - yﬂ = HfHLipo(Q) 1 |ds]
j=1

e quindi
1diba; = Villgay < 71l - (4.33)

Sostituendo le (4.32) e (4.33) in (4.31) si ottiene

N
= Vllgae <0 Y ldil =l < p

i=1

per come abbiamo scelto 7. O

Dimostrazione della disuguaglianza di I'-lim sup. Passo 1. Supponia-
mo dapprima che p = vazl d;6,, con pesi tali che |d;| = 1. Sia

R = min {m_indist(:ci, 89)’1221-1 |z; — x]|} .
) i#£]
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Poiché €, N\, 0, a meno di scartare un numero finito di termini, possiamo
supporre che g, < % per ogni n € N in modo che

dist(z;,00) > R > 4¢e, >2¢, peri=1,...,N

|z; —zj| >R >4e, perl<i#j<N

per cui p € A, , dove A. ¢é stato definito in (4.8). Per definizione si ha

. 1 2 1 2
e () vetton () 2 [log £, /an(u) [Vl 2 |log &, /an(u) Ve,

dove
U, (p) = {U € H'(Q.,;8Y) : deg(v;0B;) =d;,i=1,.. .,N}
e
Qe, (W) =QNUL B, Bi= B, ().

Scegliamo come particolare funzione in U, (1) la

(x — zz-)d’

— sex€ Bp(z;) \ Be, (z;)
Ve, (2) = q |z — 24|"
() altrimenti

dove il prodotto ¢ quello di C. La funzione & € H(Qg; S'), con
Qr = O~ UY, Bgr(x),

¢ scelta in modo tale che v., € U, (1) 3. Essendo F, () definita come minimo,
si ha

1 2
mwg——j“\WA
) logen| Jo, ()

_1L/W“+i/ gle=a)" [
2 |log €n| Qr i—1 Y Br(zi)~Be, (%:) |JC _ zi|di

; v n—-+00
- 2|log &, |:||VU||L2(QR) + 27N (logR — loggn)} 2t N

Quindi prendendo come recovery sequence la successione costante i, = p otte-
niamo
limsup F;, (pn) = limsup F;, (p) < 7N

n——+oo n—-+oo

Osservando che ||| = N, essendo i pesi di p tutti 1, si ha la tesi
limsup Fe,, (n) < 7N =7 [|pul| = F(u).

n—-+00

Passo 2. Sia ora p € X (£2) generica. Come nel passo precedente possiamo
supporre che p € A, per ogni n € N. Per il Lemma 4.7 per ogni k € N esiste
ur € X () tale che

3E’ sempre possibile farlo. Infatti ¢ sufficiente considerare un lifting ¢, di ve,, ristretta
ad An == UN | (Br(zi) \ Be, (2;)), che sara ¢n € H'(An;R) ed estenderlo in tutto Qc. A

questo punto si pone ¥g,, = e*¥m su Qpg.
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1
L flaw = llgar < 7 5
2. el = ], dunaue F(ue) = F(p) :
3. pr ha tutti pesi £1.

Alle py, si applica il passo precedente: la successione costante pp = gy € una
recovery sequence per [ij, cioé é tale che

limsup F;, (p;) < F(ur) per ogni k € N fissato

n—+0oo
e quindi, poiché F(ug) = F(p)

limsup F., (ux) < F(p) per ogni k € N fissato. (4.34)

n—-+o0o

Poniamo Ny = 1. La (4.34) per k = 2 assicura che esiste un N; € N con
N7 > Ny tale che

1 .
Fe,(u2) < F(p)+5  perognin>Ni.
Analogamente esiste un Ny € N con Ny > Nj tale che
1 .
F., (us3) < F(p) + 3 per ogni n > N .

Procedendo in questo modo esiste Vi € N con Ny > Nji_; tale che

1

an (,Uk—i-l) < F(,u) + m per ogni n > N. (435)
Costruiamo la successione di indici
k(n) =1 se N;_1 <n<N;. (4.36)

In questo modo k(n) — 400 se n — +o0 e quindi fig(y) flag usen— +o0o. La
Hr(n) € una recovery sequence perché vale

limsup FL, () < F (). (4.37)

n—-+o00

Infatti per la (4.35) abbiamo

Fen(/ik(n)) < F(LL) + m sen > N, 4
con i = k(n). Passando al limite superiore in questa ultima disuguaglianza
otteniamo la (4.37).
O
La disuguaglianza di I'-liminf e I’equicoercivita si dimostrano con tecniche
tra loro simili, ma abbiamo bisogno di fare delle stime dal basso dell’energia F..
La stima prototipo ¢ quella sulle corone del Teorema 1.54, che riadattiamo alle
notazioni di questo Capitolo:
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Teorema 4.8 (Stima sulle corone). Sia p € A. e indichiamo

supp(p) = {z1,...,zn}

ed; = p({z;}). Siau € U (1), come definito in (4.9). Siano € <r < R tali che
Br(z;) C Qc (). Allora

1
5/ IVl > 7 |di?log 2
2 JBr(zi)~B, () T

e in particolare
1

R
7/ |Vul®> > 7 |d;| log = . (4.38)
2 JBr(zi)~By(z:) r

Come conseguenza immediata abbiamo una stima dal basso dell’energia delle
funzioni di U, (u):

Corollario 4.9. Sia € Az ed uw € U (p). Allora

1

—/ IVul> > F(u)log?2. (4.39)
2 Ja.(w

Dimostrazione. Applicando la (4.38) con r = ¢ ed R = 2¢ si ha

1

7/ IVul? > 7 |d|log2. (4.40)
2 Bac(zi)\Be ()

Usando (4.40) su ogni corona,

N
1/ |Vul? 221/ |Vul?
2 Qe (1) 1’:12 B26(3311)\BE(37%)

N

Zﬂ'z |di| log2 = F(u) log 2
i=1

ottenendo la (4.39). O

Dunque sappiamo stimare ’energia dal basso sulle corone. Osserviamo che
per p € X (Q) e u € U () la stima

1 s L1 , N R,
2/QE(M) [Vaul” > ;Q/BRZ,W\B”(M) Vaul® > W;|di|logr—i (4.41)
vale nel momento in cui le corone Bp, (x;) \ By, (z;) soddisfano
l.e<r;<R;;
2. OB, (z;) C Qe(p);
3. Bg,(w;) N Br,(z;) = 0 per i # j.
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La questione ¢ quale sia il modo ottimale di selezionare le corone in Q.(u) af-
finché lenergia del membro di destra di (4.41) sia la massima possibile. Una
soluzione per questo problema é stata data da E. Sandier che in [Sa] ha intro-
dotto la ball construction. L’idea della ball construction é quella di considerare
un tempo fittizio ¢ e la famiglia di palle al tempo ¢t = 0 generata da u € A,

B(O) = {Bg(xl), ey BE(Z‘N)}

A partire da B(0) si costruisce una famiglia di palle B(t) tale che per u € U ()
e per B € B(t) tale che B C €, valga la stima

1 1
[ wePzg [ 9z B g1 + )
Qe (p) Q. (u)NB

che ¢ simile alla stima sulle corone (4.41), ma ha il vantaggio che nel membro
di destra compare il tempo t, che potremo scegliere in modo che la quantita a
destra sia sufficientemente grande.

4.4 Ball construction

Presentiamo in questo Paragrafo la ball construction, seguendo 'idea originale
di E. Sandier come presentata da R. Alicandro e M. Ponsiglione in [AP].

Sia t un tempo artificiale e supponiamo di avere al tempo iniziale ¢ = 0 la
famiglia composta da Ny palle di R” a due a due disgiunte

B(0) = {Byo(a).... By, (2%}

Lo zero posto all’apice sta a indicare che siamo al passo zero dell’algoritmo.
L’algoritmo consiste di due fasi alternate:

Espansione. Con lo scorrere del tempo ¢ lasciamo che le palle di B(0) espan-
dano senza modificare i centri (si veda la Figura 4.7). Se r?(¢) ¢ il raggio della
i—esima palla al tempo ¢, richiediamo che ’espansione sia lineare, ovvero che
sia soddisfatta la condizione
i (t)

)

0 =1+¢t,perognit>0,i=1,...,Ng (4.42)
7

in modo che per ¢ = 0 si abbia r{(0) = r? raggio iniziale. La famiglia di palle al
tempo t viene denotata con

B(t) = { By (D). By, (%) } -

Merging. La fase di espansione si arresta nell’istante 7} in cui per la prima
volta le frontiere di una qualsiasi coppia di palle vengono a contatto:

Ty = inf {t >0 ‘ Byo () N Bro (29) # 0 per qualche i # j} .

Comincia ora la fase di merging: se due palle B;, B; € B(t) sono tali che BN
Bj # () le sostituiamo con una nuova palla B di raggio non troppo grande che
le contenga entrambe. Nel caso in cui la chiusura di B intersechi la chiusura
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Bi(t) B;(®) ‘@
©)
B,(0)

Figura 4.7: Espansione Figura 4.8: Merging

di un’altra palla By € B(t) allarghiamo ulteriormente B in modo che contenga
anche By, (si veda la Figura 4.8). Procedendo in questo modo otteniamo una
palla B che non interseca altre palle di B(t). Formalmente, alla famiglia di palle

B(T) = { Bugry (e, Bug ) (25)}

sostituiamo la nuova famiglia

{Br%(Tl)(l'%)’ o Bry (Tl)(fﬂ}vl)}
in modo che siano verificate:

1. se la frontiera della palla B,o(r,)(z]) non interseca la frontiera di nessuna
altra palla, viene inserita nella nuova collezione B(7}) senza modifiche: si

pone B (py)(2}) = Byo(ry (27)

2. se due palle sono tali che B,o(p,)(x9) N Byocp,)(29) # 0, le sostituiamo
con una palla BT}C(TI)(J;}C) che le contenga. Se la chiusura della nuo-
va palla Br,lc(Tl)(xi) interseca la chiusura di qualche palla BTS(Tl)(xg) €

B(T}) allarghiamo ulteriormente B,1(1,)(z1) in modo che contenga anche

0
BTSO(T1) (J?S

gio di Bri (Ty) (1) sia inferiore alla somma dei raggi delle palle che contiene
della collezione prima del merging: in formule deve valere

re(T) < Y () (4.43)
JEMy

), che viene eliminata da B(7T}). Richiediamo inoltre che il rag-

dove My, = {j: Brjo(Tl)(z?) C Br,ﬁ(Tl)(Illc)}'

Osserviamo che il numero di palle della famiglia B(T}) ¢ N1 < Np. Siprocede
ora con una nuova fase di espansione a partire dal tempo 77, con la richiesta
che la crescita dei raggi sia lineare nel tempo

ri(t) 1+t
ri(Ty) 14Ty

, perognit>Ty,i=1,...,Ny. (4.44)

La fase di espansione procede fino al tempo

TQ = mf {t > O ‘ Brll(t) (Ill) n Brjl(t)(le) }é @ per qualche 7 7§ ]}
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dopo il quale si ha la fase di merging che ci restituira la collezione B(T») com-
posta da Ny palle, con Ny < Nj. Iterando fasi di espansione e fasi di merging
successive, dopo un numero finito di passi si arriva al tempo Tj; in cui la col-
lezione B(T)) contiene una sola palla, che quindi continuera a espandersi per
ogni tempo t > Ty, ponendo fine alla ball construction.

Per fissare le notazioni riassumiamo ’algoritmo nella seguente Proposizione.

Proposizione 4.10 (Ball construction). Data una collezione di palle di R™ a
due a due disgiunte

BO) = {Brg(af)...., By, (e}
esiste una successione crescente di tempi finiti Ty, ..., Ty detti tempi di mer-

ging, definiti come sopra. Si pone Ty =0 e Tpry1 = +00. Dato un tempo t > 0
tra i due tempi di merging successivi T; e Ti11 e detta

B(#®) = {Buyn (@) Bry, olo,) }

la collezione di palle al tempo t, valgono le condizioni sui raggi

(1) 1+t .
; = , perogni j=1,..., Ny (4.45)
ri(T;) < Z rimNTy), per ognij=1,...,N;, (4.46)

keM;}
con M = {k By (2571 € By (), 1 < k < NH}.

Le condizioni di crescita (4.45) e (4.46) ci permettono di stimare la somma
dei raggi delle palle di B(t) in funzione del tempo e della somma dei raggi della
famiglia iniziale B(0).

Proposizione 4.11 (Stima dei raggi). Nelle ipotesi della Proposizione 4.10
al tempo t > 0 compreso tra i due tempi di merging T; e T;1+1, per qualche
1€{0,...,M}, vale la stima dei Taggi

N; No
dortt)y < (1+)) . (4.47)
j=1 j=1

Dimostrazione. Per la (4.45) possiamo tornare dal tempo ¢ al tempo di meging
T;

j=1 j=1

e utilizzando la (4.46) possiamo stimare i raggi al tempo di merging 7T; con i
raggi della collezione che avevamo prima del merging:

N; N; N1

2@y > T =3 T .
=1k

j=1 =1 ke M} Jj=1
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Vale I'ultima uguaglianza perché l'insieme di indici M ; contiene solo 'indice j

se sulla palla BT@(T) (x;) non si é fatto il merging, per cui Mf, R M}V formano
JaT i
una partizione di {1,..., N;_1}. Di nuovo per la (4.45) otteniamo
N; N; N;_1
: 1+t 1+t i
j=1 j=1 Jj=1
N;_
(445) 1+t 1+T; lri’l(T- )
T+ T+ T, ot i\t

14t o

i—1
= . E_
1+Ti ; K )

Applicando ricorsivamente la stima appena ottenuta a ij:if r;_l(Ti_l) si ha

N; 14+t No
i 0
er(t) = 1+ Ty ZTj(TO)
Jj=1 Jj=1
che ¢ esattamente la (4.47), essendo Ty = 0 e r9(Tp) = Y. O

4.5 Stima dal basso dell’energia

Adattiamo la ball construction del precedente Paragrafo al nostro caso. Sia
u € Ae e indichiamo i punti del suo supporto con supp p = {z¥9,... ,x?\,o}. La
famiglia di palle al tempo t =0 &

B0) = {Bio(ad), .- By, (%) }
con raggi r{ = e per ogni i = 1,..., N Le palle di B(0) sono a due a due di-
sgiunte e contenute in {2 perché u € A.. Sia B(t) la famiglia ottenuta applicando
la ball construction a B(0).

Teorema 4.12 (Stima dal basso dell’energia). Sia B € B(t) e definiamo l’e-
nergia ristretta a B come

1
BuB)i=g [ vl (4.48)
2 Jo.(wnB

Vale la stima

E-(; B) >  u(B)] [log(1 + 1) (4.49)
per ogni B € B(t) tale che B C Q.

Dimostrazione. Sia T; il primo tempo di merging prima dell’istante ¢. Indichia-
mo con Br, la palla subito dopo la merging al tempo T; la cui espansione al
tempo t coincide con B. Se r ¢ il raggio di B ed r(T;) ¢ il raggio di Br, per
costruzione (si veda (4.45)) si ha

= - (4.50)



a \
Figura 4.9

Indichiamo con By, ..., B,, le palle contenute in By, prima della merging av-
venuta al tempo T; (si veda la Figura 4.9). Per costruzione l'anello B \ By,
non contiene punti del supporto di p ed é contenuto in §2.. Procedendo come
nel Teorema 1.54 (prima per funzioni regolari utilizzando la disuguaglianza di
Jensen e poi per densita) ¢ facile dimostrare che

1

7/ |Vu5|2 > m|deg (ue; OB)| log
2 B\BTi

r  (4.50) 1+1¢
= B)l|1
(T ™ |u(B)| 8T

(4.51)

dove deg (u.; 0B) = p(B) per invarianza omotopica del grado e perché le uniche
singolarita contenute in B sono pari a p(B). Dunque

B\Br, Qe (u)NBr,
m (4.52)
1+t 1 )
> alu(B)los 1+ 305 [ v
1 + E j; 2 E(N)ﬂ J
Resta da stimare I’energia contenuta nelle palle By,...,By,. Se B;(T;—1) ¢ la
palla contenuta in B; al tempo di merging 7;_; abbiamo che
1 / ) 14T,
— Vul” > n|u(B;)|log ————
3y IVl 2 B los
e quindi
1 1 1
5/ |Vus|2 - 5/ ‘VU€|2 + 5/ |vu€‘2
Qe (n)NB; Bj~B;(Ti-1) Qe (u)NB; (Ti-1)
1+ T; 1 2
> (B log T+ 5 [ Vel
L+ T 2 Jogonsuriy)
Ma allora
1 / 5 14T, =
>5 Vue|* > 7 log ——— " u(B))| +
j=1 2 Ja.(wns, 1+ T j=1



Notando che

Zlu(Bj)l > Zu(Bj) = |u(B)
j=1 j=1
si ottiene
14T, "1 2
Vue? > 7 lp(B)| log — i 43" 2 / Ve
Z /Q ()N B; : L+ T z:: 2 NB;(Ti-1) )

che sostituita in (4.52) da

+1 14T
Bl B) > 7 () (1og 15 +low T )+ Z .
= ©n)n i—1

(4.53)
Procedendo a ritroso fino al tempo Ty = 0 dalla (4.53) otteniamo la tesi

+t
E.(1: B) > B)| (1 log — 1 .. 41
<(u; B) > 7 |pu( )I(0g1+T+og1+Ti_1+ +0g1+T0

— 7 |u(B)| log(1 +1).

1+1T; 1+T1)

O

4.6 Equicoercivita e disuguaglianza di I'-lim inf

Siamo pronti a dimostrare il risultato di equicoercivita nel Teorema 4.6. Ricor-
diamo ’enunciato:

Teorema 4.13. Sia g, \ 0 e {u,} C X () tale che
E., (pn) <C  perognineN (4.54)

per qualche C > 0. Allora esistono una sottosuccessione pi,, ed una p € X (2)

tali che fiy,, Tt .

Come abbiamo visto nel controesempio dei dipoli a pagina 76 la condizione
(4.54) non ci assicura la limitatezza in variazione totale della successione fiy,.
Nel caso del controesempio si aveva infatti il regime

[l = 2[[logenl] -

In effetti, questo comportamento ¢ il peggiore che possiamo avere quando vale
la limitazione (4.54):

Lemma 4.14. Sia €, \ 0 e {pn} C X () tale che valga (4.54). Allora
[l < M [logen|

per qualche M > 0 indipendente da n.
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Dimostrazione. La (4.54) ci dice che
E., (un) <Clloge,| perognineN (4.55)

e quindi in particolare u, € A, , altrimenti E, (p,) = +o0o. La stima (4.39)
applicata ad u.,, restituisce

Ee, (pn) = || pin || log 2

che insieme alla (4.55) fornisce

C
< —— |loge,
1l < o Mgl

che ¢ la tesi. O

Dimostrazione del Teorema 4.13. Assumiamo che valga (4.54). Denotiamo il
supporto di p, € A., come

supp(un) = {‘T(l),vm s 71'?\]0 n}

no

e consideriamo la famiglia iniziale di palle

Ba(0) = { Bo, (#8,): -, Bey (2.0 }

Lasciamo evolvere questa famiglia secondo la ball construction fino ad un certo
tempo t., € [T;,T;+1] tale che, se

Bn(tﬁn) = {Bri')n(tgn)(wi,n)a s B (ten)(xé\li n)}

i n?
Nn,n

valga la stima sui raggi

N,
S a(te,) < Vo (4.56)
j=1

La (4.56) ¢ vera per la stima dei raggi (4.47) pur di scegliere opportunamente
te,:

Ny, N,
Zré,n(tan) < (I+te,) ng,n = (1+t,)enNy < (1 +te,)en [l
j=1 j=1

visto che 79, =&, per ogni j =1,..., N e che N} < ||| Quindi scegliendo

1
fe, = — —
: VEn [l 12|

otteniamo la (4.56). Consideriamo le palle di B, (t) che sono contenute in

1 (4.57)

Cn(t)={BeB,(t): BCQ}
e quelle che intersecano 0f)

D,(t) ={B e B,(t): BN # 0}
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in modo che B,,(t) = C,(t) UD,(t). Sia B € B, (t) e definiamo

1
E., (pn,B) == 5/9 5 |vu5n|2
n

En

Se B € Cy(te, ) per la stima dal basso (4.49) vale

1
e B) > 7l (B) 01 +12,) = 7l (B0 (= ) (459)
) ) Ven [l
Dall’ipotesi (4.54) e dal Lemma 4.14 si ha
[1n]l < K [logen| (4.59)

per qualche costante K > 0 indipendente da n. Usando la (4.59) nella (4.58)
otteniamo

(4.58) 1. 1
E., (pn,B) > m|un(B)] 510g;—10g\|un||

(4.59) 1 1 1
> 7 |pn(B)| (2 logg— —log K — loglog 5) .

L’ordine di infinito dominante nell’ultima disuguaglianza é %|log €nl, dunque
per ogni costante M < % si ha
E., (tin, B) > M |pn(B)]| [log e, definitivamente in n . (4.60)

Questa stima ci dice che sulle palle di C,(t.,) c¢’¢ una energia comparabile con
Penergia totale, avendo assunto la (4.54).

Introduciamo ora per ogni n € N una nuova misura inserendo una massa di
Dirac al centro delle palle di Cy, (t., ):

Un = Z tin(Br(z)) 65 -

B, (z)€Cn(tey,)

Nel caso in cui si avesse Cy(te, ) = ) poniamo v, = 0. Tutto quello che diremo
fino alla fine della dimostrazione vale in entrambi i casi.
Se dimostriamo che esistono due costanti C7,Cs > 0 tali che

lvnll < C; per ognin eN (4.61)
e
lltn — Vnllgae < Cov/En  per ognin e N (4.62)

abbiamo concluso. Infatti dalla (4.61), per la Proposizione 4.4, abbiamo che
Up, Aa 1 (a meno di estratte) per qualche p € X (). Dalla (4.62) segue quindi

flat . .
che p, — p da cui la tesi.
Proviamo la (4.61). Utilizzando la (4.60) si ha

(4.60) 1
= B < — E.. (jin, B
Il = 3 B S e Y EeB)
BEC7L(t5,'L) BEC"L(tin) (463)
1 1
< B ()= ——F. (un
— 7TM|1og€n| En(/’[’ ) 7TM En(/’[’ )
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dove 'ultima disuguaglianza ¢ dovuta al fatto che le palle di C,,(¢) sono a due a
due disgiunte. La (4.63) prova la (4.61) avendo assunto F. (u,) < C.
Proviamo infine la (4.62). Sia f € Lipg(€2), allora

G =) = [ i =)= 3 [ fdun )

BeBy (te,)

3 /fdun—n>+ 3 /fd )

BEC, (te,,) BEDy(te,)

(4.64)

essendo il supporto delle misure u, e v, contenuto nelle palle della famiglia
B,.(te,) per definizione ed essendo B, (t) = C,(t) UD,(t). Vogliamo stimare il
primo addendo nella (4.64). Osserviamo che se ¢ € R ¢ una costante si ha

[ el =) = ¢en(B) = v (B) =0

essendo per definizione p, (B) = v, (B) per B € Cy(t., ). Se indichiamo la media

di f su B con
1
si ha
/fd n—Un)= Y /f fB) d(tn — vn)
BECn(te,,) BECn(ten) (4.65)
< Y suplf = falllual (B) + val (B)] -
BeCp (te,,)

Per il Teorema della media integrale la funzione f — fg si annulla in almeno un
punto y € B, dunque

sup [(f — f5)(@)] = sup [(/ = f5)(x) ~ (f — f)(v)
<17 = Folipy (e 0B I = vl
< NS = I8 gy diam(B) (4.66)
< 2|[f = IBllLipo(e) VEn
<2 (1 luipp(y +1) vem

poiché B € B, (t,) ha la proprieta di avere raggio non superiore a /g, per
la (4.56), dunque diam(B) < 2,/e,,. Per definizione di variazione totale di una
misura abbiamo poi

Sl (B) + [val (B)] < [l + lvnll < K logen| +Cy (4.67)
BeCp (te,,)

dove l'ultima disuguaglianza vale per la (4.61) e per la (4.59). Inserendo la
(4.66) e la (4.67) nella (4.65) otteniamo

3 /fd v ) <203 (I iy +1) (K [logeal +C) - (468)

BECy (to,,
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che tende a zero per € — 0. Stimiamo ora il secondo addendo nella (4.64). Per
definizione di p, se B € Dy (te,) abbiamo v, (B) = 0, quindi

S )/dewn—un>= ) )/deun

BED, (te,, BED, (e, (4.69)

< X (maxlfl) lual(B).

BeDy,(te,)

Se B € Dy(t., ) esiste un qualche y € BN ONQ e quindi poiché f ¢ nulla su 98 si
ha
s (o) = mae £(2) = F)] < s p o =

(4.70)
< ||fHLip0(Q) diam(B) < 2v/2, Hf”Lipg(Q) :
Inoltre per definizione di variazione totale e per la (4.59) vale
Dl (B) < llunll < K [logen] - (4.71)

BeDy,(te,,)
Sostituendo la (4.70) e la (4.71) nella (4.69) si ottiene
> [ Fdlu =) <2KVE B T - (472
BeD,(t.,) " B

Sotituendo le (4.68) e (4.72) nella (4.64) si ha

(tn = ) (1) < 2vZn (I ipy + 1) (K llogen] + C1) + 2K /B [1og 2 [ 15,

e passando all’estremo superiore sulle f € Lipo(f2) con [|f||;,, < 1 otteniamo
la (4.62). O

Procediamo infine alla dimostrazione della disuguaglianza di I'-lim inf. Per
comodita del lettore ricordiamo 1’enunciato:

Teorema 4.15. Sia e, \ 0 € {un} C X (Q) tale che py, figs wocon p € X ().
Allora
F(p) <liminf F, (pn) .

n—-+o0o

Notiamo che la stima (4.60)
E., (ptn, B) = mM |pn(B)| |log en|

ci darebbe la disuguaglianza di I'-liminf se la costante M fosse uguale ad 1.

Cerchiamo quindi di ottenere una analoga stima nell’ipotesi p, fag L.

Dimostrazione. Passo 1. Poniamo C := F(u) e assumiamo per il momento che
valga la condizione di equilimitatezza

F. (un) <C per ogni n € N. (4.73)

In questo modo u, € A., per ogni n € N. Osserviamo anche che dal Lemma
4.14 esiste una costante M > 0 tale che

lgen |l < M |loge,| perogni neN. (4.74)
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Procediamo come nella dimostrazione dell’equicoercivita. Denotiamo il suppor-
to di p, con

supp(pn) = {8,280 |

e consideriamo la famiglia iniziale di palle

B, (0) = {Bgn (@9,),- -, Be, (m?\,g’n)} .

Lasciamo evolvere questa famiglia secondo la ball construction fino ad un certo
tempo t., € [T;, T;+1] che scegliamo come

1

= — (4.75)
€9 Nl unl

En

dove 6 € (0,1) ¢ fissato e sara scelto in modo opportuno nel seguito. Indichiamo
con

Bulte) = {But @b By, o)

i e
Nn n

la famiglia al tempo t.,. Come nella precedente dimostrazione vale la stima dei
raggi

N,
Zr}}n(t%) <eg,179 (4.76)
j=1
perché
N} N?
no (4.47) n
Zr;‘,n(tsn) < (I+t,) ng,n =1+ tsn)5HN2
j=1 j=1
(4.75) _
< (A +te,)en lpnll = 5n(1 %
visto che 79, =&, per ogni j =1,..., N} e che N} < || ]|.

Come nella precedente dimostrazione sia
Cn(t)={BeB,(t): BCQ}
e introduciamo la misura

Un = Z |IU'TL(B7(J"))‘6ZC

By (z)€Cn(tey,)

ponendo v, = 0 se Cy(t.,) = 0. In questo modo

lall= > lua(B) (4.77)

BeCn (te,,)

ttn = Vnllgay < Crn0=7 (4.78)

per qualche costante C7; > 0 indipendente da n. Si noti che questa stima
vale anche nel caso in cui Cp(t.,) = 0 e quindi v, = 0. Infatti, visto che
vale la condizione di equilimitatezza (4.73), per provare la (4.78) ¢ sufficiente
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ripercorrere i passaggi fatti nella dimostrazione precedente per provare la (4.62),
notando che se B € B, (tc, ) abbiamo che

diam(B) < 2¢, 179

per la stima sui raggi (4.76).
Possiamo supporre che Cy, (e, ) # 0 definitivamente. Infatti, se non valesse
definitivamente, esisterebbe una sottosuccessione tale che

Cp,(te, ) =0 perogni keN.

Eny,

Quindi lungo questa sottosuccessione v, = 0 e per la (4.78)

| tin |l o < Clsnk(ke) perogni k€N

flat . . flat . .
ovvero fi,, — 0. Ma per ipotesi p,, — p, da cui g = 0 e in questo caso la

disuguaglianza di I'-liminf & banale.
Sia quindi B € C,(t, ). Per la stima (4.49) e per come abbiamo scelto ¢,
abbiamo

(4.75)
Ee(pin; B) 2 7 |pn(B)| log(1 +te,) =" 7 [un(B)| (0 [logen| — log [|unl])
e quindi per la (4.74)
E., (ttn; B) > 7 |pn(B)] (0 log e, | — log M — log |log e, ]) (4.79)

Visto che in (4.79) Pordine di infinito dominante ¢ 0 [loge,|, per ogni 8 < 0 vale
la stima

E.,(tin; B) > 70 |logen| |ua(B)| - (4.80)

Quindi lenergia totale si stima dal basso con

(4.80) .
Ee, (pin) = Z Ee,(pn, B) = m0lloge,| Z |kn (B)]
BeCy (te,,) BeCr (te,,)

Ricordando la (4.77) e dividendo per [loge,| si ha
E., (pn) > 70 |Jvn]| - (4.81)

Visto che u, o u e che vale la (4.78), anche v, fa 1. Per la debole semicon-
tinuita inferiore della variazione totale rispetto alla convergenza flat (Teorema
4.5), passando al limite inferiore in (4.81) si ottiene

F., () = 78 |l = 6 F(n). (4.82)

Dal momento che la (4.82) vale per ogni 6 < 0 ¢ per ogni 0 € (0,1), segue la
disuguaglianza di I'-lim inf.
Passo 2. Poniamo di nuovo C' = F(p). Dobbiamo dimostrare che

C < lim inf Fr, (1) (4.83)
Se per assurdo non valesse la (4.83) allora esisterebbe una sottosuccessione { i, }
tale che

F.. (tn,)<C perogni keN. (4.84)

g
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Ma questa ¢ esattamente la condizione di equilimitatezza (4.73) per cui essendo

Mo {Eﬂ u, dal passo precedente segue la disuguaglianza

C < liminf F., (i)

k—+o00 k

che ¢ in contrasto con la (4.84). O

4.7 Risultato di I'-convergenza con dato al bordo

Vogliamo ora dare il risultato di I'-convergenza con il dato al bordo. Ricordiamo
brevemente quali sono gli elementi del problema. Viene assegnato un dato al
bordo g: 92 — R regolare con grado d > 0. Definiamo 'insieme di singolarita

N
X(ﬁ) = {udeiéwi : NeN,d; € Z,x; € Q per ogni i = 1,...,N}
i=1
e quello delle singolarita ammissibili per € > 0 fissato
N
A = {MEX(Q) : Zdi =d, |z; — x| > 4e, dist(z;,00) > 26,1 <i#j< N}.
i=1

Se p € X (€), denotiamo con N = |suppu|, suppp = {z1,...,an} e d; =
p({z:}). Sia Qc(p) := QN UN.,B; con B; := B.(z;) ed

U (p) :={ue Hgl(QE(M);Sl) : deg (u;0B;) =d; per ognii=1,...,N}.

Indichiamo con u, = u.(p) € U () I'unica funzione di UY¢ tale che

1 1
f/ |Vu|* = min 7/ |Vul®
2 Ja_w weld? (1) 2 Ja_ ()

e definiamo il funzionale energia E¢: X () — RU {400} come

1 Vul? sepe AY
Eé’(u)={2f“5(")| uel " so € Af (4.85)

+00 altrimenti
Introduciamo i funzionali riscalati F¢: X () — R U {+oo} definiti da

EI(n)

Fs‘q(#)zma ,UEX(Q)

e il loro I'-limite F9: X (Q) — R tale che

N N
9 _ Ty g |dil =mlpll  se Y ;i di=d
(1) = : _
+00 altrimenti

*

Sull’insieme X (Q) mettiamo la topologia di Lip(£2)
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Definizione 4.16. Se € X (Q) definiamo

llpsge = sup{\ / fdu‘ £ € Lipl@) con |l < 1]
dove

| Fllipqay = max { sup |£(z)], sup LE =@
zeQ z,y€Q “T - y|
TAY

¢ una norma su Lip(€2). Diciamo che {¢,} C X (Q) converge a y in Lip(€2)*, in

simboli p., Hg® o se |[pn — puf| o — 0.

Calcoliamo la norma Lip* di alcune misure in X (Q)
Proposizione 4.17. Valgono le sequenti:

1. |0z lp;p+ =1 per ogni x € Q;

2. sex1,...,xn €8 eN:Z£15m st ha

el = N

3. se D =48, — 8, ¢ un dipolo con z,y € Q allora
||D||Lip* =min {|z —y|,2} .

Dimostrazione. 1. Se f € Lip(€2) abbiamo

) = 151 < 500151 < Sl (4.86)

per cui prendendo il sup sulle f con ||f||Lip(§) < 1siha

AT (4.87)

Se ora consideriamo f = 1 si ha che f € Lip(Q) e [|f|[;,@) = 1, dunque vale
l'uguaglianza in (4.86) da cui segue che anche in (4.87) vale 'uguale.
2. Basta usare la disuguaglianza triangolare e poi applicare il passo

precedente. 3
3. Se f € Lip(9) si ha

DU = 1£@) = F)] < Wl 12 — ol
e prendendo ’estremo superiore sulle f con || f||;,&) <1 si ha

[1Dllpipe < |z =yl (4.88)
Analogamente vale

DA =1f(z) = fy)| < QSléplfl <2 fllLip@)
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e quindi
||D||Lip* < 2

che insieme alla (4.88) da
||DHLip* < min {|z —y[,2} . (4.89)

Per provare che la (4.89) vale con 1'uguale, distinguiamo due casi.
Nel primo caso supponiamo che

|z —y| < 2. (4.90)

Sia [z,y] = {(1—t)z+ty : t € [0,1]} il segmento che connette x ad y. Definiamo
la funzione f: [z,y] — R tale che f(z) = [z —y[. In tal modo f € Lip([z,y])

con norma pari ad 1. Possiamo quindi estenderla ad una f € Lip(f2) tale che

7]l p@ = 1+ Dunque

. (4.90)
ID(f)| = If (@) = fy)l =z —y| =" min{]z —y|,2}
e la (4.89) vale con 'uguale.
Il secondo caso ¢

2< |z —y|. (4.91)
Consideriamo la funzione f: [x,y] — R definita da f(z(t)) = 2¢t—1 per t € [0,1].
In questo modo f(x) = —1, f(y) = 1 e sup(, ,;[f| = 1. Inoltre la f ha una
variazione di 2 sul segmento [z, y], che per la (4.91) ha lunghezza almeno 2 da

cui segue
qp )= FGE)
z1,22€[x,y] |Zl - 22|
zZ17# 22

Quindi f € Lip([z,y]) con ||fll iy, = 1. Possiamo allora estendere f a
f € Lip(Q) con HfHLip@) =1 in modo che

(4.91

ID(P)| = If(@) = F(»)] = 2“2 min{|z —y| , 2}

e la (4.89) vale con 'uguale.
O

In generale per le misure di X (Q) vale un risultato simile al Teorema 4.3.
Introduciamo la famiglia delle somme formali finite di archi contenuti in {2 con
molteplicita discreta

S() = {S:Zmiai:neN,mieZ,aiCQ} (4.92)

i=1

dove a;: [0,1] — © ¢ una curva continua. Indichiamo con I(«;) la lunghezza di
«;. Introduciamo 'operatore di bordo

98 = "m; (8, — da,)
i=1
se «; & una curva tale che a(0) =z e (1) = y. La massa di S ¢ definita come

|S] =D lmal lew).
i=1
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Teorema 4.18. Sia € X (Q), allora

i=1

M
el :inf{|1/ +15] : u:u—i—@S,SeS(Q),u:Zdiéwi con d; >0} .

La dimostrazione di questo teorema puo essere trovata sul libro di Federer
[Fe].
Possiamo dare il risultato di I'-convergenza:

Teorema 4.19. Si ha che F9 L o rispetto alla topologia Lip(Q)*. Nel
dettaglio, per ogni fissata una successione €, \ 0 si ha:

1. (T-liminf) per ogni successione {un} C X (Q) tale che py Li—p; W con
peX (Q) vale
F9(u) < liminf FY (py);

n—-+oo
2. (T-limsup) per ogni p € X (Q) esiste una recovery sequence {jn} C X (Q)

tale che py, L e

Fi(p) = lim FZ (un).
Inoltre la famiglia {F.} ¢ equicoerciva: se {jn,} C X (Q) ¢ tale che
F., () <C per ogni n € N
con C > 0 costante indipendente da n, allora esiste una sottosuccessione {jin, }

euna p € X (Q) tale che pin, LE; L.

Dimostrazione della disuguaglianza di I'-limsup. Sia g € X (Q), dun-

que u € della forma
N
i=1

Se p non soddisfa la condizione di compatibilita
N
D di = d = deg(g;00) (4.93)
i=1

per definizione F¢(u) = +o00, per cui come recovery sequence possiamo prendere
iy, = p per ogni n € N. Supponiamo quindi che p soddisfi la (4.93).

Passo 1. Supponiamo dapprima che p € X (Q) sia tale che

N
p=7 dids,
i=1

con pesi d; = +1 e punti z; € Q. Possiamo procedere come nel Passo 1
della dimostrazione della disuguaglianza di I'-limsup per il Teorema 4.6 di
I’-convergenza senza dato al bordo. Sia

R :=min {mindist(xi,E)Q),min |z; — :L'j} .
i i#]
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Poiché €, N\, 0, a meno di scartare un numero finito di termini, possiamo
supporre che &, < R/4 per ogni n € N in modo che

dist(z;,00) > R > 4¢e, > 2, peri=1,...,N

|z; —zj| >R >4e, perl<i#j<N

per cui p € A? | visto che vale anche la (4.93). Per definizione si ha

. 1 2 1 2
[P s St N S
En (/’[/) UGIZ/Ifl‘glnn(;L) 2 |10g 5n| /an(u) | U| 2 |10g €n| an (H) | uEn|

dove

U (p)={veHy(Q,;5": deg(v;0B;) =d;,i=1,...,N}

En

Q. (n) =2\ UL B, B; = B, (z:) -

Scegliamo come particolare funzione in U (1) la

d;
xr — Ty
( >di se © € Br(z;) \ Be, (x;)
Ve, () = |z — i
o(z) altrimenti

dove il prodotto ¢ quello di C. La funzione & € H(Qg; S'), con
Qr = Q~UY,Bg(z;),

¢ scelta in modo tale che v, € UZ (u). Essendo F¢ () definita come minimo,
si ha

1 2
F9 (u) < 7/ Vo,
En( ) 2|10g€n| QE"(,,L)| € ‘

1 N (.Z‘—aj»)di 2
= 5oz |, T gla=”
| 0g€n| Qr i—1 Y Br(zi)NBe,, (%:) |JC _ zi| i
; v n—-+00
B 2|log e, |:||VU||L2(QR) + 27N (logR — 1085%)} marc VY

Quindi prendendo come recovery sequence la successione costante p,, = p otte-
niamo
limsup F? (pn,) = limsup FY (u) < 7N

n—-+o0o n—-+oo

Osservando che ||| = N, essendo i pesi di p tutti 1, si ha la tesi

limsup F? (pn) < 7N =7 |ul| = F(u).

n—-+4oo

Prima di procedere al secondo Passo, premettiamo il seguente lemma:
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Figura 4.10: Split del vortice 70, — 59,

Lemma 4.20 (Split di misure). Sia p € X (Q) della forma

N
m = Zd25x1 .
i=1

Per ogni p > 0 fissato esiste una misura v € X (Q) della forma

M
v= Zpi 6Z/z
j=1

tale che
1. |pj| =1 perognij=1,...,M;
2 vl <0
5.l = vl
4. Zil\i1pi :Zj'v:1 dj;
5 y;€Qperognij=1,...,M .

Idea della dimostrazione. La dimostrazione di questo lemma ¢ analoga a quella
del Lemma 4.7, con la sola differenza che se il punto z; € 09, il vortice d; 0,
viene diviso in |d;| vortici di peso sign(d;) che sono contenuti in Q e che hanno
distanza pit piccola di un 7 da z; (si veda per esempio la Figura 4.10). La stima

[ — VHLip* <p

si ottiene nello stesso modo della stima con la norma flat del Lemma 4.7,

prendendo come funzioni test le f € Lip(Q2) invece che quelle in Lipg(€2). O

Possiamo procedere alla dimostrazione del secondo passo.

Passo 2. Siaora u € X (Q) generica, tale che valga (4.93). Come nel passo
precedente possiamo supporre che p € A¢ definitivamente in n. Per il Lemma
4.20 per ogni k € N esiste u € X (Q) tale che
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1
L[|k —ﬂ||Lip* < % )
2. ug soddisfa alla condizione di compatibilita (4.93);
3. ekl = llpll; dunque F9 () = F9(p) 5

4. pp ha tutti pesi £1.

Alle py, si applica il passo precedente: la successione costante pp = uj € una
recovery sequence per fi, cioé é tale che

limsup F? (pg) < F9(ur) per ogni k € N fissato

n—-+oo
e quindi, poiché F9(uy) = F9(p)

limsup F? (ux) < F9(u)  per ogni k € N fissato. (4.94)

n—-+oo

Applicando alla (4.94) lo stesso argomento diagonale del Passo 2 della dimostra-
zione della disuguaglianza di I'-limsup del Teorema 4.6, estraiamo da uj una
recovery sequence per fi. [ ]

Per la dimostrazione della equicoercivita si fa direttamente uso del risultato
di T-convergenza senza dato al bordo (Teorema 4.6).

Dimostrazione della equicoercivita. Supponiamo che lungo la successione
1y valga la condizione di equilimitatezza

F? (pn) <C  perogni neN (4.95)

con C' > 0 costante indipendente da n. Dal momento che vale la (4.95) segue
ogni misura p, soddisfa alla condizione di compatibilita (4.93). Sia Q un aperto
limitato semplicemente connesso con frontiera regolare tale che Q C Q. Esten-
diamo il dato al bordo ¢ ad una funzione § € H 1((2 \ ; S1). Possiamo vedere

pin come misura in X (€2). Indichiamo con F. il funzionale senza dato al bordo
definito sul dominio 2. Estendiamo la funzione u., = uc, (4n) alla funzione

I L in Qc, ()
" g in O\ Q

in modo tale che

1 2
Fe, (pn) < 57— [ [Von
1) < o [ V0

1
B -
2 |1Og €n| an(.un)

:Fsgn(ﬂn) +k

1k

dove
1

= val* .
2[logen| Jawa

In questo modo otteniamo

F. (un) <C+k perogni neN
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quindi dal Teorema 4.6 esiste una sottosuccessione p,, € una misura p € X(£2)

tale che
flat

Un, — & per k— oo. (4.96)
Dal momento che supp u, C Q segue che u € X(Q2). Da questa informazione e
dalla (4.96) segue che fip, R 73 |

Infine, la disuguaglianza di I'-lim inf si dimostra in modo analogo alla equi-
coercivita, dal momento che possiamo assumere l'ipotesi di equilimitatezza, co-
me abbiamo fatto nella dimostrazione del Teorema 4.6 di I'-convergenza senza
dato al bordo. Omettiamo la dimostrazione.

4.8 Esistenza dei minimi di F& ad € fissato

Per concludere la Tesi, visto che eravamo interessati al comportamento asinto-
tico dei punti di minimo dei funzionali F¢, proviamo che effettivamente questi
ultimi ammettono minimo ad ¢ fissato.

Teorema 4.21. Sia € > 0 fissato. Allora esiste p € X (Q) tale che

F2(p) = Vg(i{lﬁ) F2(v).

Naturalmente I'esistenza di minimi ¢ un fatto puramente algebrico che non
dipende dalla topologia su X (Q) Tuttavia é agevole mettere su X (Q) la
topologia della norma flat per provare il risultato di esistenza.

Dimostrazione. Notiamo che é equivalente provare che E¢ ammette un punto
di minimo. Sia allora
m= inf EI(v).
VEX(Q)
Abbiamo che m > 0 ed m < 400 perché non appena v € A¢ si ha E(v) <
+00. Osserviamo anche che se v ha masse di Dirac su 02 per definizione si ha
E9(v) = 400 da cui
m= inf FEI(v
vEX(Q) :w)
Sia allora {u,} C X () una successione minimizzante, ovvero tale che
E9(up) — m. Dunque

EI(un) <C  perognineN (4.97)

a meno di scartare un numero finito di termini. Per la (4.97) si ha quindi che

{pn} C AY. Utilizzando la stima sulle corone di raggi ¢ e 2¢ centrate in supp p,
(si veda la (4.39)) abbiamo

BY(1a) = 7 ||nl|log 2 per ognin € N

che insieme alla (4.97) ci da

lgenll < per ogni n € N. (4.98)

S
mlog 2
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Procediamo ora come nella Proposizione 4.4. Abbiamo che p,, é della forma

Ny,
Hn = Zdz,n 5zln .
i=1

Dalla (4.98) segue che N,, < K, quindi a meno di estrarre una sottosuccessione
possiamo supporre che N, = N per ogni n € N. Analogamente |d;,| < K e
meno di fare N estrazioni successive da ji,, possiamo supporre che d;,, = d; per
qualche d; € Z, per ogni n € N. Quindi p,, é della forma

N
i=1

Essendo € limitato, per ogni j fissato la successione {z; ,} C  ammette estrat-
ta convergente ad un certo x; € 2. A meno di fare N estrazioni successive,

. . g flat
possiamo supporre che x; , — ; per ogni ¢ =1,..., N. Quindi p, = 11 con

N
i=1

Proviamo che p € AY. Infatti ¢ compatibile con g perché Zivzl d; = d e dal
fatto che {u,} C AZ si ha

dist(z;n,00) > 2 perognineN,i=1,...,N

e anche
|Tin —xjn| >4e perognineN1<i#j<N

che passano al limite per n — +o0.
Se proviamo che
B{(p) < liminf EZ (1,) = m (4.99)
(a meno di sottosuccessioni) concludiamo che p realizza il minimo. Indichiamo
con Q, = QN UYN,B;, dove B;, = Be(z;,) e con Qo = Q ~UY, B; dove
B; = B(x;). Per il Teorema 3.3 abbiamo che

o1 2 1/ 2
Ed(p) = - Vul” == \Y 4.100
)= min 5 [t =5 [ 1ol (1100)
dove ¢ ¢é la soluzione di
Ap=0 in QO
0
9¢ =g Xgr su 09
v
aqﬁ:Ci:cost. sudB;peri=1,...,N (4.101)
/ —¢:27Tdi peri=1,...,N
oB, OV
¢=0
a0
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e analogamente

1 1
Esg(:u'n) = min 7/ ‘vu|2 = 7/ ‘v¢n|2 (4.102)
2, 2 Ja,

w€US () 2

con ¢,, soluzione di

A¢pp, =0 in €,
Opn,
s =gXxXgr su 0N
ov
n = C; n = cost. 0B; p, i =1,...,N
a:f , cos su n pert (4.103)
/ L = 274 peri=1,...,N
0B;, OV
¢n =0
a0

Per il Teorema 4.22 di stabilita (a seguire) della soluzione di (4.101) rispetto a
piccole variazioni del dominio abbiamo che (a meno di sottosuccessioni)

1 2 _ .ol 2
s /ro Vol < liminf | /Q V6l (4.104)
che insieme alle (4.100) e (4.102) prova la (4.99). O

Passiamo a dimostrare che il problema (4.101) ¢ stabile per piccole variazioni
del dominio. La stabilita é da intendersi nel senso del seguente Teorema:

Teorema 4.22. Sia ¢, la soluzione di (4.103) e ¢ quella di (4.101). Esten-
diamo ¢, ad una funzione definita su tutto ) ponendo ¢, = ¢n|93i _su Bjj,.

Analogamente poniamo ¢ = ¢lyp. su B;. Si ha che ¢, — ¢ in HY Q). In
particolare vale la (4.104).

Questo Teorema segue da un risultato di I'-convergenza per i funzionali
relativi ai problemi (4.101) e (4.103). Ricordiamo infatti che se

V{wGHl(Qm):wcons‘c. su 0B; peri=1,...,N, 1/10}
aQ

ed F: V=Re

1 al )
F) =g [ Vol 2n > divln, ~ [ w(ox )
oo =1

allora la soluzione di (4.101) coincide con I'unico punto di minimo di F su V, che
indichiamo con ¢. Una i € V' é costante su 0B;, dunque possiamo estenderla ad
una funzione di H'(Q2) ponendo 1) = 1/’|8Bi su B;. Indichiamo con é I’estensione
di ¢. In questo modo possiamo vedere V come immerso in H*(2). Estendiamo
F ad un funzionale F': H'(2) — R U {400} ponendo

Fly) = F(v) set =const.su B; perognii=1,...,N
| +oo  altrimenti
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Cosi facendo si ha che ¢ é I'unico punto di minimo di F' su , ovvero

F(¢) = min F(U) = wer}r}ilr%m F(0) = F(¢). (4.105)

Analogamente definiamo
V, = {1/) € H'(Q,) : 1 = const. su 0B, peri=1,...,N, S O}
1)

ed F,,: V,, > R come

1 2 a dg
Fuly) = 2/Qn V4253 ds v, - I <g < 87)

La soluzione di (4.103), che indichiamo con ¢,, coincide con I'unico punto di
minimo di F}, su V,,. Procedendo come prima possiamo vedere V;, come immerso
in H'(Q) ed estendere F,, ad un funzionale Fj,: H*(2) — R U {+oc0o} tale che

Fo() = F,(¢) sew =const.suB;, perognii=1,...,N
" ] 4 altrimenti

Detta ¢, I'estensione di ¢, a tutto (2 si ha che I'unico punto di minimo di F,
su HY(Q) ¢ ¢y, e

Fn(d’n) = J)Iél‘% Fn(d)) = ¢€H£Iilrzﬂ) Fn(d)) = Fn(¢n) . (4'106)

I funzionali F,, sono equicoercivi e I'-convergono al funzionale F'. Per essere
piu precisi:
Teorema 4.23. Si ha che F), 5 F nella topologia debole di H(SY), ovvero

valgono

1. (T-liminf) per ogni successione {b,} C HY(Q) tale che 1, — 1 vale

F(¢) < liminf F, (¢,

n—-+oo

2. (D-limsup) per ogni ¢ € H'(Q) esiste una recovery sequence {1n} C
HY(Q) tale che ¥, = e

n—-+oo

Inoltre la famiglia di funzionali {F,} ¢ equicoerciva: se {1} C H'(Q) & tale
che
]:"n(z/Jn) <C perogni neN

per qualche C > 0, allora esiste una sottosuccessione {1, } e una 1 € H'(Q)
tale che Y, — .

Prima di dare la dimostrazione, vediamo come da questo Teorema segue il
Teorema 4.22 di stabilita delle soluzioni di (4.101).
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Dimostrazione del Teorema 4.22. Sia ¢, la soluzione di (4.103) e én la sua
estensione. Sappiamo che ¢,, & punto di minimo di F,, su H'(Q). Dal mo-

~ L = . . 7 . o . .
mento che F,, = F e che i funzionali {F,} sono equicoercivi, siamo nelle ipotesi
del Teorema 2.4, che implica, a meno di estrarre sottosuccessioni,

1. ¢, — v con ¢ punto di minimo di F su H'(Q);
2. Fu(dn) = F(9).

Per la (4.105) si ha che I'unico punto di minimo di F su H'(Q) ¢& proprio b,

estensione ad {2 dell'unico punto di minimo ¢ di F' su V, che & anche soluzione

di (4.101). Dunque 9 = ¢ e concludiamo che v, — ¢ in H(Q). O
Diamo ora la dimostrazione del Teorema 4.23.

Dimostrazione del Teorema 4.23. 1. Equicoercivita. Supponiamo che
Fo(1y) <C perogni neN (4.107)

e proviamo che esiste una costante C; > 0 indipendente da n tale che
||¢n||H1(Q) <(C; perogni neN (4.108)

che ci garantisce la precompatteza debole di {¢,,}. L’ipotesi (4.107) implica che
¥, € costante su B; ,, e vale

N
S ovet<c+ [ v (gx ) =2 S ds vl 4109
2 sznl | o0 ar ; o, (4109

per ogni n € N. Per la disuguaglianza di Holder e quella di traccia

6g> 1
n x = | <092 X Grll oo 1¥nll g1 ay - 4.110
[ oo (9 52) <1098 g el Il (4110)

Visto che ¢,, ¢ costante sulle B; ,, si ha

1/ 2 K/ 2
5 an = 5 v¢7l
5 [ 1vwl =5 [1ve

e poiché [, aq ¥n = 0 vale la disuguaglianza di Poincaré:

1
= VY = K Jull 3 g - (4.111)
2 Q )

Infine, sempre dal fatto che 1),, & costante su B, ,, si ha

1
talon,,, = Vs, = 2z [ ¥ < ¥l < Il o
da cui
N
—2 Y " di Yulop, , <27 d Y]l g - (4.112)

i=1
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Sostituendo (4.110), (4.111) ed (4.112) in (4.109) otteniamo la stima

[¥nlFrii) < C l¢nllgiq) —perogni neN (4.113)

con C costante dipendente solo da g e da Q. La (4.113) implica la (4.108).

2. T-liminf. Supponiamo che v, — 1 in H()). Possiamo supporre
Fn(z/)n) < 400 definitivamente, altrimenti la tesi é banale. Dunque (a meno
di scartare un numero finito di termini) ¢, ¢ costante su B; ,,. Essendo ¢,, — ¢
in H*(2), in particolare 1,, — ¢ in L?(2) da cui concludiamo che 1 ¢ costante
sulle B;. Quindi si ha

/Qn Vol = [ 1l e /Qm Vol = [ (7o

e dalla debole semicontinuita inferiore della norma rispetto alla convergenza
debole

? < limi / 2 .
/ 1ol <tmint [ 96, (4.114)

Dal momento che 9, — 1 in L?(Q) segue che esiste una estratta tale che
Yn, — ¥ q.0. in Q, dunque

¢nk|aBi,nk - 7/"3313 .

Questo implica che
¢n|aBi‘n — 7/}‘831- . (4.115)

Se infatti per assurdo non valesse (4.115), esisterebbe una sottosuccessione per
cui

Yoilop, . — Vlop,| =9 perogni keN (4.116)

PN
con § > 0 opportuno. Ma 1, — % in L?(Q), per cui esiste un’estratta wnkj
tale che wnkj — 1 q.o. in £, che contraddice la (4.116). Infine, poiché v, — ¥
in H'(Q) allora ¢, — ¢ in H'/?(99), da cui

dg dg
/3an (gxa’r>—>/891/1 (gxaT). (4.117)

Dalle (4.114), (4.115) e (4.117) si ottiene la tesi

F(¢) <liminf F,,(vy,) .

n—-+4oo

3. T-limsup. Fissata una ¢ € H'(Q) dobbiamo costruire una recovery
sequence. Se F(1)) = 400 la tesi ¢ banale (qualsiasi recovery sequence va bene).
Se F (¥) < +oo allora ¢ & costante su B;. A questo punto si definisce una
funzione v, che coincide con ] p, Su una palla piu grande di B; e tale che
Y — 1 in H(Q). Da questo segue la tesi. O
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Capitolo 5

Conclusioni: I'-convergenza
all’ordine 1

Per motivi di spazio riportiamo solamente ’enunciato del risultato di I'-convergenza
all’ordine 1 per i funzionali con dato al bordo. Le notazioni sono le stesse del
Paragrafo 4.7.

Introduciamo 'insieme dei punti di minimo del funzionale limite F'9:

N N
X:{N:ZdiémeX(Q) : Zdi:d,di>07i:1,...71\f}
i=1

i=1
dove ricordiamo che d = deg (g; 992) che stiamo assumendo non negativo. Defi-
niamo i funzionali F¥®: X — R U {+o0} come

FID () := EZ(u) — md [loge] .

d

P:{MZZ(SL.EX: z; €Q,  # x5, per lgi;éjgd}
i=1

e definiamo il funzionale W9: X — R U {+oco} dato da

W(z1,...,zny) sep€P
+00 altrimenti

Wo(u) = {

dove W & 'energia rinormalizzata definita in (3.39). Vale il seguente risultato:

Teorema 5.1. Si ha che Féq(l) L W sull’insieme X rispetto alla topologia

Lip(Q)*. Nel dettaglio, per ogni fissata una successione £, N\, 0 si ha:

1. (T-liminf) per ogni successione {p,} C X tale che u, Lig® weonp e X
vale 0
9 < limi g (1 .
W (p) < liminf £ 2 (1)
2. (T-limsup) per ogni p € X esiste una recovery sequence {un} C X tale
che py, g e
W9(u) = lim F2 D(u,).

n—-+oo
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Inoltre la famiglia {Fsg(l)} ¢ equicoerciva: se {u,} C X ¢ tale che

Fsgn(l)(ﬂn) <C per ogni n € N
con C > 0 costante indipendente da n, allora esiste una sottosuccessione {jn, }
e una it € X tale che puy, g L.

I risultati di questo teorema e del Teorema 4.19 si riassumono dicendo che
per i funzionali EY vale lo sviluppo per I'-convergenza

E9 = F9 + |loge| FSM +o(e).

Come conseguenza di questo sviluppo abbiamo un teorema di caratterizzazione
dei punti di accumulazione di

argmin B
e dei relativi minimi
me:= min EI(v).
uEX(ﬁ)
Ricordiamo che l'energia rinormalizzata W, una volta posti tutti i d; = 1,

ammette minimo su Q¢, che indichiamo con
min W := min{W(acl, ceyq) T € Q} .

I punti di minimo sono configurazioni (z1,...,24) con i punti x; contenuti in 2
e distinti tra loro.

Corollario 5.2. Siano {u.} C X (Q) tali che
EZ(pe) = me
per ogni € fissato. Allora esiste una successione €, \ 0 tale che
me, =nd+ |loge,| min W + o(ey,) (5.1)

e che .
e, LE) M
con = Z?:l 0z, dove X = (21,...,24) € tale che W(x) = min W.

Si noti che la (5.1) riassume le considerazioni euristiche fatte sullo sviluppo
asintotico dell’energia (3.38) all’inizio del Capitolo 4.
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Appendice A

Appendice

A.1 Spazi di funzioni regolari

In questa appendice richiameremo le definizioni degli spazi di funzioni utilizzati
in questa Tesi, con le principali proprieta. Si faccia riferimento a [P], [A], [L] ,
[EG] e [GMS].

A.1.1 Spazi di funzioni continue

Sia X uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto. Indichiamo
con C(X) lo spazio delle funzioni continue f: X — R. Introduciamo su C(X)
I'applicazione f — ||f|| ., = sup,ex |f(z)]. Indichiamo poi con

Co(X) ={f € C(X) : [[flloc < o0}

lo spazio delle funzioni continue e limitate, che & di Banach con la norma ||| .
Se f: X — R, il suo supporto & 'insieme supp f = {x € X : f(z) # 0}. Di-
ciamo che f é a supporto compatto se supp f & compatto in X. L’insieme delle
funzioni continue a supporto compatto lo indicheremo con C.(X). C.(X) ¢ un
sottospazio vettoriale di Cp(X) e la sua chiusura nella norma del sup € 'insieme

Co(X) = Cox) =,

In modo equivalente, possiamo definire Cy(X) come l'insieme delle f € C(X)
tali che per ogni e > 0 l'insieme {z € X : |f(z)| > ¢} é compatto in X. Se
Q C R™, in particolare ¢ di Hausdorff e localmente compatto. L’insieme Cp(2)
coincide con le f € C(f) tali che f(z,) — 0 per ogni successione di punti {z,}
di Q tali che z,, — y, con y € 90. Se Q& = R"™, C(R") sono le f € C(R") tali
che f(z,) — 0 se ||2,| — +oo.

Si hanno le inclusioni C.(X) C Co(X) C Cp(X) C C(X), che in generale
sono strette. Se X & compatto sono tutte uguaglianze.

A.1.2 CYA)

Definizione A.1. Sia A C R™ un insieme aperto. Diciamo che una funzione

f: A — R édiclasse C1(A) se esiste un aperto U tale che A C U ed una
funzione F € C1(U) tale che F = f su A.
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Definiamo il differenziale di f in un punto z € A come il differenziale in x
di una qualsiasi estensione C' di f. Esiste anche un’altra definizione dovuta a
Whitney di funzione C! su un insieme chiuso (si veda [GM])

Definizione A.2. Sia E un sottoinsieme chiuso di R™ privo di punti isolati.
Diciamo che f: E — R ¢ di classe C!(E) nel senso di Whitney se

1. esiste un differenziale di f in ogni punto x € F, cioé per ogni x € FE esiste
una applicazione lineare L, : R™ — R tale che

Jim R(y; ) =0
yeE

dove

|f(y) — f(@) — La(y — )|

R(y;z) == v — 2]

)

2. se Vf(x) e il vettore gradiente associato ad L,, il campo vettoriale
re€E—Vf(r)eR"
¢é continuo,
3. R(y;x) — 0 per y — z uniformemente sui compatti di E.

Se f € C*(A) rispetto alla prima definizione, allora f € C'(A) anche nel
senso di Whitney. Il viceversa ¢ dato da un Teorema dimostrato da Whitney.

Teorema A.3 (Whitney). Sia E sottoinsieme di R™ chiuso e senza punti isolati
e supponiamo che f: E — R sia C*(E) nel senso di Whitney. Allora esiste
F:R" = R che ¢ C1(R") tale che F = f su E. Inoltre se L, ¢ il differenziale
di Whitney di f in x € E, allora L, = DF(z) differenziale di F in x.

Nel nostro caso abbiamo € C R? aperto semplicemente connesso con frontie-
ra regolare. Allora 9 & un arco di Jordan. Assegnamo g: 9Q — S'. Diciamo
che g & regolare se le sue componenti (vedendo g come funzione a valori in R?)
¢ C1(99) nel senso di Whitney. Come conseguenza del Teorema A.3 potremo
supporre che g sia la restrizione a 9Q di una qualche funzione G € C*(R™; R?),
in modo che il differenziale di Whitney di g coincida con il differenziale di G
su 09. Se v: 00 — R? & un campo di vettori su 9 definiamo la derivata di g
nella direzione v come

dug(x) := Vg(x) - v(z).

In particolare con n(z) indicheremo il campo di vettori normale a 92 e con 7(x)
il campo di vettori tangente a 0. Ci riferiremo a 9,9 e 0,g rispettivamente
come alla derivata normale e alla derivata tangenziale di g su 0f2.

A.2 Risultati di Analisi Funzionale

Se X é uno spazio di Banach, ricordiamo che il suo duale X* é a sua volta uno
spazio di Banach con la norma operatoriale

lo()]
lell = sup = sup |p(z)| = sup [p(z)], @€ X~.
cex<fo} Izl jzp<t lll|=1
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La topologia debole su X & definita come la topologia pit debole (con meno
aperti) che rende continua la famiglia di seminorme

{pp: e X7}

dove la seminorma p,, ¢ definita da p,(z) = ¢(x). Una successione {z,} C X
converge ad x € X nella topologia debole, in simboli x,, — x se e solo se

o(xn) = o(x) per ogni p € X*.

Analogamente si definisce su X* la topologia *-debole come la piu debole topo-
logia che rende continua la famiglia di seminorme su X*

{ps: € X}

dove p, ¢ la seminorma definita da p,(¢) = ¢(z). Una successione {¢,} C X*
converge a ¢ € X* nella topologia *-debole, in simboli ¢, — ¢ se e solo se

on(z) = o(x) per ogni z € X.

Per ulteriori dettagli sulle topologie deboli e *-deboli si veda il Capitolo 5 di
[C2].

Valgolo i seguenti risultati:

Teorema A.4. Sia X uno spazio di Banach. La norma é debolmente semicon-
tinua inferiormente rispetto alla convergenza debole, ovvero se {x,} C X & tale
che x, — z allora ||z|| < liminf, ||z,

Teorema A.5. Sia X uno spazio di Banach separabile e riflessivo. Se {x,} C
X ¢ una successione limitata, esiste una sua estratta debolmente convergente.

Teorema A.6. Sia X uno spazio di Banach separabile e riflessivo. Sia S C X
un sottoinsieme convesso. Sono equivalenti

1. S e (sequenzialmente) chiuso;

2. S ¢ (sequenzialmente) debolmente chiuso.

A.3 Teoria della misura

11 riferimento per tale sezione ¢ il Capitolo 1 di [FL]. Sia X un insieme. Una o-
algebra su X & una collezione di sottoinsiemi M di X tale che ) € M, se A € M
allora A° € M e che sia chiusa per unioni numerabili. (X, M) si dice spazio
misurabile e gli elementi di M sono gli insiemi misurabili. Dato A misurabile,
una partizione misurabile di A ¢ una famiglia numerabile di insiemi {A;};., €
M a due a due disgiunti tali che A = {J,.; A;. Una misura positiva su (X, M)
¢ una funzione A\: M — [0, +-oc] tale che A()) = 0 e che A(A) = >, ., A(A;) per
ogni partizione misurabile {A;},.; di A. La tripletta (X, M, ) si dice spazio di
misura. Una misura con segno su (X, M) ¢ una funzione A\: M — [—00, +o0]
tale che A(f)) = 0, che assume al massimo uno tra i valori —oo e +0o e che
A(A) = > ,c1 MA;) per ogni partizione misurabile di A. A si dice misura finita
se non assume i valori +oo. Il supporto di A é 'insieme

supp(A) = {z € X : A(U) > 0 per ogni intorno aperto U di z}.
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Data una misura con segno A, la sua wvariazione totale & la misura positiva
[A| : M — [0, +00] definita da

[A] (A) = sup {Z IA(Ai)| : {As};c; partizione misurabile di A} .

el

Se A ¢ finita, anche |A| ¢ finita.

A.3.1 Regolarita di misure

Sia (X, M, \) uno spazio di misura. Supponiamo che X sia uno spazio topologi-
co. La o-algebra di Borel di X si indica con B(X) ed ¢ la piu piccola o-algebra
conetenente gli aperti della topologia di X.

Definizione A.7 (Regolaritd di una misura). La misura A\ si dice misura di
Borel se B(X) C M. Una misura di Borel A & regolare se per ogni A € M esiste
B € B(X) tale che A C B e A(A) = A(B). Se A ¢ una misura di Borel positiva,
si dice misura di Radon se

1. MK) < 400 per ogni K C X compatto;
2. X é internamente regolare sugli aperti di X, ovvero
A(A) =sup {\(K) : K C A, K compatto }
per ogni A C X aperto;
3. )\ é esternamente regolare su M, vale cioé
AMA) =inf {A(U) : ACU, U aperto }
per ogni A € M.

Infine, una misura di Borel con segno A si dice misura di Radon se la relativa
variazione totale |A| ¢ di Radon.

Introduciamo lo spazio
M(X;R) ={A: B(X) — R: X misura con segno, finita e di Radon}

La funzione ||-|| : M(X;R) — R tale che |A|| = |A\| (X) definisce una norma su
M(X), che lo rende uno spazio di Banach.

Esempio A.8 (Misura di Dirac). Sia X spazio topologico e M una o-algebra
contenente i boreliani di X. Fissato a € X definiamo la misura di Dirac
concentrata in a come

1, sea€c A

%a(A) = {O, sead¢ A

per A € M. Allora 0, & una misura di Borel finita sui compatti (perché é finita
su M) ed internamente regolare (perché i punti sono compatti). Se X ¢ di
Hausdorff, §, é anche esternamente regolare, e dunque ¢ una misura di Radon.
Infattise A € Mea € A, allora 6,(A) = 1 e quindi il sup ¢ raggiunto da U = X.
Se invece a ¢ A, poiché X & di Hausdorfl, per ogni 2 € A esiste un intorno aperto
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U, di a e un intorno aperto U, di x disgiunti. Posto U = UzeA U,, si ha che U
¢ un aperto contenente A e tale che a ¢ X e allora 6,(U) = 0. Notiamo poi che
supp d, = {a} e che [|dq]| = 1, quindi d, € M(X;R). Inoltre se § = ZZIL dids,,
con x; € X,d; € R, si ha suppd = {z1,...,zn5} e ||J] = Zfil |d;|, per cui
d € M(X;R). Ma allora l'insieme {(5 = vazl d;v; - NeN,z;, € X,d; € R} é
un sottospazio vettoriale di M (X;R), ed ¢ anche denso.

Nel caso in cui X sia uno spazio topologico di Hausdorff localmente compat-

to, possiamo identificare M (X;R) come il duale di Cp(X). Questo ¢ il contenuto
del teorema di Riesz:

Teorema A.9 (Teorema di rappresentazione di Riesz per Co(X)"). Sia X
uno spazio topologico di Haursdorff localmente compatto. Allora ogni funzio-
nale lineare continuo L: Co(X) — R ¢ rappresentato da un’unica misura A €
M(X;R), nel senso che L = Ly, dove

In(f)= [ FaA, per ogni f € Co(X) (A1)

Inoltre ||Ly|| = ||A||. Viceversa, ogni funzionale della forma (A.1) & un elemento
di Co(X)". Dunque Uapplicazione X — Ly ¢ un isomorfismo isometrico tra
M(X;R) e Co(X)".

A.3.2 Convergenza x-debole di misure

Come conseguenza del Teorema di Riesz, possiamo introdurre una convergenza
x-debole su M (X;R) per mezzo dell’isomorfismo A — Ly. Diremo che la suc-
cessione {\,} converge *-debolmente a A, in simboli A, = A, se Ly, — Ly in
Co(X)", ovvero se

/ fd, %/ fdXx, perogni f e Cy(X).

X X

Poiché A — L) é anche una isometria, la convergenza x-debole di misure ha
tutte le solite proprieta della convergenza x-debole. Si ha che:

Proposizione A.10. Lo spazio Cy(X) é separabile se e solo se X & metrizzabile
e o-compatto.

In tali ipotesi su X abbiamo che su Cy(X)" vale il Teorema di Alaoglu
sequenziale (cita appendice Analisi Funzionale) e quindi

Teorema A.11. Sia X spazio topologico metrizzabile e o-compatto. Se {\,} C
M(X;R) sono tali che || A,|| < C per ognin € N, esistono una sottosuccessione

An,, € una misura A € M(X;R) tali che Ay, AN, Inoltre valgono

1. (Principio di uniforme limitatezza) se sup,, fx fdX, < 400 per ogni f €
Co(X) fissata, allora sup,, || An]| < +o00;

2. come consequenza del principio di uniforme limitatezza, se A, — X, allora
esiste C > 0 tale che sup,, |\,] < C;

3. (Semicontinuita x-debole inferiore della norma) se A\, — X allora

Al < liminf |, ]
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A.4 Disuguaglianze di Poincaré

Sia @ C R™ un aperto connesso limitato e 1 < p < 4o00. Se u € LP(Q)
indichiamo la sua media su €2 con

7,
ug = — [ u(x)dx.
=) Jy

Ricordiamo la disuguaglianza di Poincaré:

Teorema A.12 ([L], Teorema 12.23). Esiste una costante C = C(2,p) > 0

tale che
/ lu(z) — ugl? dx < C/ |Vul?
Q Q

per ogni u € WHP(Q).
Analogamente, vale anche una disuguaglianza di Poincaré in VVO1 P(Q):

Teorema A.13. Esiste una costante C' = C(§,p) > 0 tale che

/Q|u|p < c/ﬂ IVl (A.2)

per ogni u € WyP(€).

Vogliamo esempi di sottospazi Vo € WP(Q) diversi da W, *(€2) in cui valga
una disuguaglianza di Poincaré del tipo (A.2). L’idea ¢ che la (A.2) vale non
appena la funzione u ha abbastanza zeri, come accade nel caso di WO1 P(Q). Pin
precisamente vale il seguente:

Teorema A.14. Sia Vo C WHP(Q) sottospazio vettoriale tale che
1. Vy & debolmente chiuso;

2. Vo lunica costante contenuta in Vi & quella nulla: se u € V & costante
allora w =10 q.o. in Q.

Allora esiste una costante C' = C(§2,p) > 0 tale che

/Q|u|p §C/Q|Vu|p (A.3)

per ogni u € Vj.
Dimostrazione. Per assurdo, non valga la (A.3). Allora esiste una successione
{un} C Vo tale che

lunllzo > n||Vul;, , per ognin e N. (A4)

Definiamo la successione normalizzata

Uy,
Vp 1= ———
" ”UnHLp

e osserviamo che ¢ limitata in norma WP, Infatti ||v,||;, = 1 e poiché

Vu,

Vo, = ———
[[unl| e
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dalla (A.4) si ha

Vu 1
Vunl 1 = Vel < —, perognineN. (A.5)
lunll, —n

Ma Vj é debolmete chiuso, per cui esiste vg € Vy tale che v,, — vg debolmente
in W7, a meno di estratte e quindi Vu, — Vu in (L*(2))". Per la debole
semicontinuita inferiore della norma si ottiene

(A.5)

- . 1
[Vvolly, < lminf [Venly, < lm - =0

e quindi esiste ¢ € R tale che vy = ¢ q.0. in . Essendo vy € Vj, dalle ipotesi
segue che vy = 0 q.o. in . Tuttavia v,, — vg in WP, per cui dall'immersione
compatta WP < LP segue che v,, — vg in L? e passando al limite in ||v,, | ;, = 1
si conclude che ||vgl|;, = 1, che & un assurdo visto che vy = 0.

O

Corollario A.15. Il sottospazio di W1P(Q)

Vo i= {u e Whr(Q): /mu = o}

soddisfa le ipotesi del Teorema A.14. In particolare in Vo vale la (A.3).

Dimostrazione. 1l funzionale T: WP(Q) — R tale che

T(u):/(mu

é lineare e continuo. Infatti dalla disuguaglianza di Holder e da quella di traccia

T(u)] < /BQ ul <1OQU [Jull Lo a0y < C 1O [ullyir(q) -

Ne segue che Vj & debolmente chiuso, per definizione di convergenza debole.
Infatti se {u,} C Vy ¢é tale che u, — u in W1 allora T'(u,) — T(u). Ma
un, € Vp e quindi T'(u,,) = 0 per ogni n € N, da cui T'(u) = 0, cioé u € V. Infine
seueVyev=caqo. inQallora 0= [, ,u= [,,cdacuic=0. O

Altri esempi di sottospazi di W(Q) in cui vale la disuguaglianza di Poincaré
sono
Vi={ueW"(Q): T(u) =0}
Vs={ueW"(Q): u=0suE}
Vi={ueW"(Q): u=0suTl}

Ty (u) ::/Eu e Ta(u) ::/Fu

dove E C € é un insieme di misura n-dimensionale positiva e I' C 92 insieme
di misura (n — 1)-dimensionale positiva.

con
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A.5 Problema di Neumann

Sia 2 C R™ un aperto limitato con frontiera regolare e indichiamo con v la sua
normale esterna. Siano date f € C(Q) forzante e g € C(99) dato al bordo.
Consideriamo il problema di Neumann

Au=f inQ

A6
%:g su 0f) (4.6)
v

Teorema A.16. Esiste u € C?(2) N CY(Q) soluzione di (A.6) se e solo se vale

la condizione di compatibilita
=] s (A7)
Q o0

Un verso della dimostrazione ¢ immediato. Infatti se u & soluzione di (A.6),
dal Teorema della divergenza si ha

Q Q aq OV 0

Il viceversa possiamo provarlo passando alla formulazione debole.

Definizione A.17. Siano f € H'(Q) e g € H'/2(99). Diciamo che u € H?(Q)
¢ una soluzione debole di (A.6) se vale

/QVuVso+/899s0=/Qfso (A.8)

per ogni funzione test p € H ().

La (A.8) ¢ la giusta formulazione debole perché ¢ immediato verificare che
vale la seguente:

Proposizione A.18. Seu € C?(Q)NCY(Q) ¢ soluzione classica di (A.6) allora
¢ anche soluzione debole. Viceversa seu é soluzione debole ed é regolare, é anche
soluzione classica.

Mostriamo infine il risultato di esistenza della solzione debole:

Teorema A.19. Siano f € H'(Q) e g € H/2(Q). Esiste una soluzione debole
di (A.6) se e solo se vale la condizione di compatibilita (A.7). Detta u tale
soluzione, tutte le altre soluzioni sono della forma u+ ¢ con c € R.

Dimostrazione. Passo 1. Se u € H(Q) ¢ soluzione debole di (A.6) prenden-
do ¢ = 1 come funzione test nella formulazione debole (A.8) otteniamo la
condizione di compatibilita (A.7).

Passo 2. Vicerversa, supponiamo che valga la (A.7). Introduciamo il fun-
zionale F: H'(Q)R tale che

F(u):%/ﬂ\Vuer/anu—/qu
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e notiamo che u & soluzione debole di (A.6) se e soltanto se minimizza F' su
H'(€). Infatti se fissiamo ¢ € H'(Q) e definiamo la variazione e(t) = F(u+ty),

t € R abbiamo
e’(O)Z/W-V@+/ gw—/fsw
Q o0 Q

Passo 3. Mostriamo che F ammette minimo usando il metodo diretto
(Teorema 2.1). Osserviamo che F' = D + G con

1
D::f/|Vu|2, G:=F-D.
2 Ja

Si ha che D ¢ debolmente semicontinuo inferiormente, mentre GG lo é essendo un
funzionale lineare e continuo su H'():

G < Mgl lull gz + 1 L el < lullgn (Cllglgre + 11 1)

usando la disuguaglianza di traccia. Introduciamo ora il sottospazio chiuso

v{ueHl(Q); /Qu()}.

Per quanto detto nell’Appendice A.4 in V vale la disuguaglianza di Poincaré e
quindi esiste una costante K tale che ||[Vul|;. > K ||u|| ;.. In tale sottospazio il
funzionale F' é coercivo perché

F(u) = 5/ IVul” = 1G] ull g 2 = llulln = 1G I lull g -
Q
Per il metodo diretto esiste quindi ug € V tale che

F(up) = 5%1‘51 Fv). (A.9)

Dobbiamo vedere che effettivamente ug ¢ minimo di F' su tutto Q. Notiamo che
per la (A.7) il funzionale F' ¢ invariante per traslazioni, ovvero

F(v)=F(v+c), perognive H(Q),cecR. (A.10)
Se v € H'(Q) e denotiamo con vg = \S%I J u abbiamo che v — vg € V, dunque

(A.9)
F(up) < F(v—wvq) (A.10) F(v)

che ¢ la tesi. O

Infine si prova, con usuali stime ellittiche, che le soluzioni deboli sono in
realta regolari, da cui otteniamo il Teorema A.16.
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